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Neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen nebst 

einigen directen Bestimmungen der Doppeltangenten 

ebener algebraischer Curven beliebiger Ordnung. 

(Von Herrn 0. Zimmermann in Zoppot.) 



Dem Begriff der Singularitäten sowie der Tangente (bez. Tangential- 
ebene) liegt die Coincidenz zu Grande. 

Daher empfiehlt es sich zum Beweise der PtocAerschen Formeln auf 
den Fundamentalsatz der Coincidenz von de Jonquidres*) zurückzugehen. 
Das Gewand, in welchem dieses Theorem seinem Urheber zuerst vor- 
schwebte, ist der Algebra entlehnt, doch will ich hier einen geometrischen 
Beweis geben. 

Lehrsatz 1. 

Wenn in einer Ebene ein Punkt der Mittelpunkt für zwei Strahlen- 
büschel (a) und (6) ist, und auf Grund irgend einer Beziehung einem Strahle 
a stets ß Strahlen b, einem Strahle b jedoch a Strahlen a entsprechen^ so giebt 
es a+ß Strahlen a, welche mit je einem entsprechenden Strahle b zusammenfallen. 

Beweis. Wir ziehen durch einen beliebigen Punkt Jf der Ebene zwei 
feste Gerade A, B und ordnen ihnen bez. die StrahlenbQschel (a) und (6) zu. 

Ein beliebiger Strahl a möge die Gerade ^ in a treffen, während 
die ihm entsprechenden Strahlen b die Gerade B in ß Punkten b schneiden 
mögen. Wir verbinden nun jeden Punkt a der Geraden A mit den ent- 
sprechenden ß Punkten b der Geraden B durch ß Gerade t. Dann umhüllen 
diese Geraden / eine Curve von der Klasse a+ß. Denn rechnet man den 



*) de Jonquiäres, Theoremes generaux concernant les courbes geomctriques planes 
d'un ordre quelconque, Journal de Liouville, deuxieme serie, tome VI, annee 1861, p. 117, 
theoreme V. 
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Punkt M zu der Geraden A, so entsprechen ihm ß Punkte b^ auf der Geraden 
By das heisst B ist eine /3-fache Tangente der Curve, und die Punkte b^ sind 
ihre Berührungspunkte. 

Ebenso ist die Gerade A eine a-fache Tangente der Curve, und ihre 
Berührungspunkte sind diejenigen a Punkte a^, welche dem Punkte M ent- 
sprechen, wenn man ihn als einen Punkt der Geraden B auffasst. 

Da von jedem Punkte der Geraden A noch ß und von jedem Punkte 
der Geraden B noch a Tangenten an die Curve gehen, so ist diese von 
der Klasse a+ß und möge durch C^^ß bezeichnet werden. Diese Curve, 
welche zur Veranschaulichung der gegebenen Correspondenz zwischen den 
beiden Strahlenbüscheln (a) und (6) dient, wollen wir der Kürze halber die 
Correspondenzcuree nennen. 

Die Tangenten nun, welche von aus an die Correspondenzcurve 
gehen, stellen offenbar je zwei zusammenfallende entsprechende Strahlen 
a^ b vor, deren Anzahl also, wie behauptet wurde, gleich a+ß ist. 

Dem obigen Lehrsatze steht der folgende dual gegenüber: 

Lehrsatz 2. 

Befinden sich auf einer Geraden zwei Punktreihen (a) und (b), und ent- 
sprechen auf Grund irgend einer Beziehung jedem Punkte a der ersten Reihe 
ß Punkte der anderen, und jedem Punkte b der zweiten Reihe a Punkte der 
ersten, so giebt es auf der Geraden a+ß Punkte a, welche mit je einem ent- 
sprechenden Punkte b zusammenfallen. 

Für die zusammenfallenden entsprechenden Strahlen und Punkte 
wollen wir die übliche Bezeichnung Coincidenzstrahlen und Coincidenzpunkte 
anwenden, und, wenn von einer Correspondenz die Rede ist, der besseren 
Uebersicht halber folgendes Schema gebrauchen: 



a 


6 


1 


ß 


a 


1 



Das bedeutet: Einem Punkte a entsprechen ß Punkte b, und einem Punkte b 
entsprechen a Punkte a. 

Anstatt das ganze Correspondenz-Schema hinzusetzen, wird es häufig 
genügen, nur die Correspondenz-Zahlen, zum Beispiel a, ß zu nennen. 

Das EigenthUmliche der Correspondenzcurven besteht darin, dass die 
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Summe der Multiplicitäten ihrer beiden höchsten vielfachen Tangenten 
(Punkte) gleich ihrer Klasse (Ordnung) ist 

Eine Correspondenzcurve kann in besonderen Fällen zerfallen. Hier- 
von überzeugt man sich mit Leichtigkeit, da es einem freisteht, die Tan- 
genten einer beliebigen Curve zur Construction zweier correspondirenden 
Strahlenbttschel zu benutzen, worauf sich dann umgekehrt jene Curve als 
ein Theil der zugehörigen Correspondenzcurve ergiebt. 

Es bezeichne zum Beispiel C, eine Curve i»-ter Klasse mit einer 
p-fachen Tangente A und einer ^-fachen Tangente B, und es sei 

p+q<in. 

Eine Tangente t der Curve C„ möge die beiden Geraden A, B in den Punkten 
a, b schneiden. Von irgend einem festen Punkte der Ebene ziehen wir die 
Geraden Oa, Oh. Dieselben beschreiben, während die Tangente t auf der 
Curve C, rollt, zwei correspondirende Strahlenbüschel (a) und (6), für welche 
das Correspondenz-Schema 



a 

1 


b 


1 


n-p 


n-q 


\ 1 



gilt. Die Correspondenzcurve für die beiden Strahlenbüschel besteht aus 
der Curve C„ und dem Schnittpunkte M der beiden Geraden A, B, welcher 
(«— p — ^)-fach gerechnet werden muss. 

Betrachten wir nämlich die Verbindungslinie OM als Strahl a, so 
entsprechen ihm n—p Strahlen b, von denen q Strahlen nach den Berührungs- 
punkten der Geraden B gehen, während die übrigen n—p—q Strahlen mit 
der Geraden OM zusammenfallen, weil ausser w4 und B noch n—p—q Tan- 
genten von M aus an die Curve C, gehen. 

Betrachten wir andererseits die Verbindungslinie Oilf als Strahl b, so 
entsprechen ihm n—q Strahlen a, von denen p Strahlen nach den Berührungs- 
punkten der Geraden A gehen, während die übrigen n—p—q Strahlen mit 
der Geraden OM zusammenfallen, weil ausser A und B noch n—p^q Tan- 
genten von M aus an die Curve C„ gehen. 

Hiemach ist M als (n— p— 9)-fach zu rechnender Punkt ein Bestand- 
theil der Correspondenzcurve, die somit von der Klasse 2n—p—q ist und 
ausser dem Punkte M noch aus der Curve C, besteht. 

Die beiden Strahlenbüschel (a) und (b) haben also, wie man sieht, 

1* 
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die Eigenthümlichkeit, dass in den Strahl OM, wenn man ihn zu dem einen 
Büschel rechnet, n—p—q Strahlen des anderen Bttschels hineinfallen, und 
deshalb zerfällt die zugehörige Correspondenzcurve. 

Daher ist die Gerade A^ wenn man den Pankt M mit zu der Correspondenz- 
curve rechnet, eine (n— ^)-fache, die Gerade B eine («— p)-fache Tangente 
der Correspondenzcurve, deren Klasse 2«— p— ^ gleich der Summe der 
Multiplicitäten ihrer beiden höchsten vielfachen Tangenten A und B ist. 

Setzt man in dem Obigen p = oder 9 = 0, so bedeutet dieses, dass 
die Curve C^ die Gerade A beziehlich B nicht berührt. 

Wir wollen solche Correspondenzcurven, welche nicht degeneriren, 
echte, im Gegensatz zu degenerirten nennen. Die Kegelschnitte können als 
echte Correspondenzcurven aufgefasst werden, wenn man z. B. für die Geraden 
A und B zwei Tangenten wählt. 

§2. 

Auf einander liegende Gorrespondenzen. 

Wir wollen jetzt wieder annehmen, einem Strahle a eines festen 
Punktes einer Ebene entsprächen ß Strahlen b desselben, und umgekehrt 
entsprächen einem Strahle b auf Grund derselben Beziehung a Strahlen a. 
Dann haben wir, wie vorhin, das Correspondenz-Schema 

a b 



(1.) 1 ß 



a 



Ferner mögen aber einem Strahle a' des Punktes auf Grund einer anderen 
zweiten Beziehung /?' Strahlen b\ und einem Strahle V mögen a' Strahlen 
a! des Punktes entsprechen. Dann gilt das zweite Correspondenz-Schema 

a' \ b' 



(2.) __!__ ; ß' _ 

a i 1 

und es fallen 

aß'+a'ß 

Strahlen 6^ 6' zusammen, welche zwei zusammenfallenden Strahlen a^a' ent- 
sprechen. 

Zum Beweise ziehen wir durch einen beliebigen Punkt M der Ebene 
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zwei beliebige Gerade A, B. Dann entspricbt dem Correspondenzschema 
(1.) eine Correspondenzcurve (a+/3)-ter Klasse C^+^, welche die Geraden 
Ay B beziehlich zur «-fachen und /3-fachen Tangente hat. 

Dem Correspondenzschema (2.) entspricht aber eine Correspondenz- 
curve (a'+/?')-ter Klasse C^;+^f, welche die Geraden A^ ß beziehlich zur 
«'-fachen und /9'- fachen Tangente hat. 

Nun besitzen diese beiden Correspondenzcurven ausser den Geraden 
A und B im allgemeinen noch 

gemeinsame Tangenten, welche durch / bezeichnet werden mögen. Der 
Schnittpunkt 31 einer solchen Tangente / mit der Geraden A repräsentirt 
zwei Punkte a, a', während ihr Schnittpunkt 33 mit der Geraden B zwei 
Punkte B, b' darstellt. Der Strahl 093 repräsentirt also zwei zusammen- 
gefallene Strahlen 6, b\ welchen zwei in dem Strahle 0% zusammen- 
gefallene Strahlen ö, a' entsprechen. Wir haben daher folgende Sätze: 

Lehrsatz 3. 

In zwei concenlrischen Slrahlencorrespondemen^ für welche bez. die 
Correspondenz' Zahlen a, ß und a\ ß^ gelten, decken sich 

(3.) aß' + a'ß 

unter sich entsprechende Strahlenpaare der einen Correspondenz mit Je einem 
unter sich entsprechenden Strahlenpaare der anderen Correspondenz. 

Lehrsatz 4. 

In zwei auf einer und derselben Geraden befindlichen Punkt correspondenzen, 
für welche bez. die Corre^pondenz-Zahlen «, ß und a\ ß' gellen, decken sich 

(4.) aß'+a'ß 

unter sich entsprechende Punktepaare der einen Correspondenz mit je einem 
unter sich entsprechenden Punktepaare der anderen Correspondenz. 

§ 3. 

Constanter Winkel zwischen zwei entsprechenden Strahlen. 

Es seien zwei entsprechende Strahlenbüschel (a) und (6) mit dem- 
selben Mittelpunkte und den Correspondenz-Zahlen a, ß gegeben. 

Wie oft bilden zwei entsprechende Strahlen a, b dieser beiden Büschel 
einen constanten Winkel 6 mit einander? 
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Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir zwei beliebige Gerade 
A^ B an, deren Schnittpunkt M sei, und construiren die Correspondenz- 
curve Ca+ß. 

Ferner verlegen wir den Scheitel des Winkels d nach und lassen 
den Winkel nm diesen Punkt rotiren. Die vier Punkte, in denen die 
Schenkel des Winkels 6 die Geraden Aj B treffen, verbinden wir durch 
zwei neue Gerade. Dieselben umhüllen nach einem elementaren Satze 
zwei Kegelschnitte ^, ^\ welche in einen gemeinsamen Brennpunkt und 
die Geraden A^ B zu Tangenten haben. 

Ausser diesen beiden Geraden hat die Correspondenzcurve mit den 
Kegelschnitten ^, ^' noch 

2(«+/?) 

Tangenten gemein. Die Schnittpunkte einer solchen Tangente mit den 
Geraden A^ B spannen in den Winkel 6. 

Für = 90"^ fallen Ä, Ä' in einen einzigen Kegelschnitt zusammen, 
der mit der Curve C«+^ ausser den beiden Geraden A^ B noch 

Tangenten gemein hat, deren Schnittpunkte mit den Geraden A^ B m 
einen rechten Winkel spannen. Mithin: 

Lehrsatz 5. 

In zwei concenlrischen Sirahlenbüscheln , welche sich auf Grund einer 
Correspondenz a, ß entsprechen, giebl es 

(5.) 2(a+/3) 

enUprechende Strahlenpaare, welche einen gegebenen Winkel 6 bilden, und für 
e = 90" und für 6 = reducirt $ich die Zahl (5.) auf 

(6.) a+ß. 

§ 4. 

Constante Strecke zwischen zwei entsprechenden Punkten. 

Es seien auf einer Geraden A zwei entsprechende Punktreihen 
(a), (b) gegeben, für welche die Correspondenz cf, ß gilt. Wie oft schliessen 
zwei entsprechende Punkte a und b eine constante Strecke / ein? 

Lemma. Es seien zwei feste Gerade A^ B gegeben, deren Schnitt- 
punkt M sei, und es gleite auf A eine constante Strecke mn = /. Von einem 
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beKebrgen festen Punkte ans ziehe man die Strahlen Om^ On, welche 
bez. die Gerade B in m', n' treffen mögen. Dann nmhUllen die Verbindungs- 
linien mn' und m'n zwei Kegelschnitte ^, ^', welche beide durch den Pnnkt 
gehen und die Geraden A^ B berühren. Fttr beide Kegelschnitte ist ihre 
Tangente in parallel zu der Geraden A. 

Liegt der Punkt im Unendlichen, so sind beide Kegelschnitte 
Parabeln. Fällt eine der beiden Geraden A^ B m das Unendliche, so 
degeneriren beide Kegelschnitte. Dasselbe findet statt, wenn die Geraden 
A^ B einander parallel sind. Befinden sich die beiden Geraden A^ B und 
die Punkte M^O im Endlichen, so sind beide Kegelschnitte Centralkegelschnitte. 

Die Berührungspunkte der beiden Kegelschnitte Ä, Ä' auf der Geraden 
A sind von dem Punkte M aus nach entgegengesetzten Seiten um die 
Strecke / entfernt und mögen durch a^, Oi^ bezeichnet werden. Projicirt 
man diese Berührungspunkte von aus auf die Gerade ß, so erhält man 
zwei Punkte b^, b^, in welchen diese Gerade von Ä', Ä berührt wird. 

Uuikehrung: Es sei t eine beliebige Tangente eines Kegelschnittes und 
der Berührungspunkt der zu ihr parallelen Tangente. Zieht man nun ton 
einem beliebigen Punkte p' der Tangente t die noch mögliche Tangente ( an den 
Kegelschnitt, schneidet eon p' aus nach einer gegebenen Richtung auf t eine 
constante Strecke p'p = / ab, und zieht den Strahl Op, so triffst dieser die 
Tangente t' in einem Punkte einer festen Tangente t" des Kegelschnittes. 
Oder: 

Das »wischen zwei beliebigen festen Tangenten t, t'* eines Kegelschnittes 
enthaltene Stück einer auf ihm rollenden Tangente ( erscheint von dem 
Berührungspunkte einer Tangente, die zu einer von jenen beiden parallel ist, 
unter einem Winkel, der auf dieser eine constante Strecke ausschneidet etc. 

Um nun die gestellte Frage zu beantworten, ziehen wir durch einen 
beliebigen Punkt M der Geraden A eine beliebige Gerade B und nehmen 
einen beliebigen festen Punkt an. Die Verbindungslinien desselben mit 
den Punktreihen (a) und (6) liefern zwei Strahlenbüschel (ä) und (6), deren 
Correspondenzcurve C^^ß wir construiren. 

Ferner lassen wir die constante Strecke / auf der Geraden A gleiten 
und construiren nach dem Lemma die beiden Kegelschnitte ^, ^'. Dieselben 
haben ausser den Geraden A und B mit der Correspondenzcurve noch 
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Tangenten t gemein. Derjenige Strahl des Punktes 0, welcher nach dem 
Schnittpunkte der Geraden B und einer solchen Tangente t geht, schneidet 
die Gerade A in einem Punkte b^, welcher dem Schnittpunkte a^ der Tan- 
gente t mit der Geraden ^entspricht, und es ist a^b^ = /. Mithin 

Lehrsatz 6. 

Sind auf einer Geraden zwei Punktreihen gegeben^ !6 wischen denen eine 
Correspondenz a^ ß besteht^ so giebt es im allgemeinen 

entsprechende Punktepaare, welche eine gegebene Strecke l einschliessen. 
Für / = ist die Anzahl der entsprechenden Punktepaare gleich 

denn die Kegelschnitte ^, ^' reduciren sich alsdann auf die Punkte und M. 

Für /=(» ergeben sich «+/? Punktepaare; denn sieht man den un- 
endlichen Punkt der Geraden A als einen Punkt a an, so entsprechen ihm 
ß Punkte b^, sieht man ihn als einen Punkt b an, so entsprechen ihm 
a Punkte a^. 

§ 5. 

Bestimmung der Klasse einer Curve n-ter Ordnung. 

Um die Klasse einer Curve n-ter Ordnung C zu finden, nehmen 
wir die Curve zunächst als allgemein an und ermitteln die Tangenten, 
welche von einem beliebigen Punkte F, der nicht auf C liegt, an die 
Curve gehen. Ein zweiter beliebiger Punkt, der ebenfalls nicht auf C" 
liegen möge, heisse 0, 

Ein beliebiger Strahl o des Punktes treffe die Curve C" in n 
Punkten a. Durch einen solchen Punkt a geht ein Strahl p des Punktes P. 
Dieser Strahl p trifft die Curve C ausser in a noch in u—l Punkten a'. 
Die Verbindungslinien des Punktes mit diesen « — 1 Punkten ad liefern 
n^l Strahlen o\ welche dem Strahle o entsprechen mögen. Da dieser 
aber die Curve in n Punkten a trifft, so entsprechen ihm im ganzen »(«— 1) 
Strahlen o\ 

Umgekehrt entsprechen auch einem beliebigen Strahle o' wiederum 
»(»— 1) Strahlen o. Denn o' trifft die Curve in n Punkten a', und deren 
Verbindungslinien mit P schneiden die Curve noch in je « — 1 Punkten a, 
welche mit verbunden «(n -1) entsprechende Strahlen o liefern. Wir 
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haben also das Correspondenz-Schema 









1 


«(«-1) 


«(n-l) 

1 


1 



und folglich 2«(fi— 1) Goincidenzstrahlen. Da nun aber die Gerade OP 
die Cnrve in n Punkten a schneidet, so entsprechen ihr, wenn man sie als 
einen Strahl o betrachtet, 

«(n-l) 

Strahlen o\ welche mit ihr zusammenfallen. Es bleiben also 

«(«-1) 

Goincidenzstrahlen (o übrig, welche nicht in die Gerade OP fallen und im 
allgemeinen getrennt durch den Punkt laufen. Ein Coincidenzstrahl co 
kann nun offenbar nur dadurch entstehen, dass ein Punkt o^ in einen ent- 
sprechenden Punkt a^ hineinfällt. Dann berührt aber der Strahl p, welcher 
diese beiden Punkte a^, a'^ verbindet, da wo sie sich vereinigen, die Curve 
C\ Daher gehen von P aus «(/i— 1) Tangenten an die Curve. Mithin: 

Lehrsatz 7. 

Eine allgemeine Curte n-ter Ordnung ist von der Klasse 

»(»— 1). 

Nimmt man einen der Punkte 0, P oder beide auf der Curve C" an, 
so modificirt sich der obige Beweis ein wenig. 

Fallen mehrere der Goincidenzstrahlen co in einen einzigen zusammen, 
so bedeutet dieses, dass die Berührungspunkte mehrerer der Tangenten f, 
welche von P an die Curve C gehen, auf einem Strahle des Punktes 
liegen, oder dass mehrere Tangenten / zusammenfallen und denselben 
Berührungspunkt haben, welcher somit ein Wendepunkt oder Undulatious- 
pnnkt ist. 

Mit der obigen Goustruction der Goincidenzstrahlen cu ist zwar die 
Zahl aber nicht die Lage der Berührungspunkte der von P an die Curve 
C" gehenden Tangenten eindeutig bestimmt, denn ein Coincidenzstrahl co 
schneidet die Curve in n Punkten, von denen wir nur wissen, dass einer 
von ihnen der Berührungspunkt sein muss. Um nun die Lage der 
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Berührungspunkte eindeutig kennen zu lernen, verändere man die Lage 
des Punktes 0, wodurch man »(n— 1) neue Coincidenzstrahlen w' erhält. 
Diese schneiden sich mit den bereits gefundenen Strahlen w in »^(n— 1)^ 
Punkten, von denen »(«— 1) auf der Curve C" liegen. Das sind die 
Berührungspunkte der von P an C" gehenden Tangenten. 

Anmerkung. Wenn im Folgenden Punkte oder Gerade, wie oben, 
durch coincidirende Elemente der Zahl nach bestimmt werden, so muss die 
eindeutige Bestimmung der Lage jedesmal, wie oben, durch Wiederholung 
der Coustruction geschehen, indem man denjenigen Punkt oder diejenige 
Gerade, welche die Coincidenzstrahlen oder Coincidenzpunkte als Elemente 
enthält, verändert. Diese Wiederholung werden wir jedoch stets dem Leser 
überlassen. 

§ 6. 

VeruQinderuug der Klasse einer Curve durch vielfache Punkte. 

Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen bei, so 
ergiebt sich dasselbe Schema, auch wenn die Curve C" einen Ar-fachen 
Punkt K hat, und es fallen auf der Geraden OP wieder «(»—1) Coincidenz- 
strahlen zusammen. 

In die Gerade OK fallen aber ä(ä— 1) Coincidenzstrahlen hinein, 
denn es kreuzen sich in K offenbar k Strahlen o mit k entsprechenden 
Strahlen p. 

Nennen wir nämlich die unendlich dicht bei einander liegenden k 
Punkte, in welchen der Strahl OK die Curve C* in K schneidet, 

(1.) a,, a^, ..., a*, 

so möge z. B. der Strahl Pa^ die Curve in K noch in A— 1 Punkten 

Qi, Öl, ..., dl 

treffen. Dann entsprechen dem Strahle Oa^ als einem Strahle o die 
Strahlen 

(2.) Oa\,OdU ..., Oa*-^ 

als Strahlen o'. Nun fallen aber diese A— 1 Strahlen (2.) mit Oai zusammen. 
Daher repräsentirt OQi offenbar A— 1 Coincidenzstrahlen. 

Von jedem der Strahlen 

Oa2, Ooa, ..., Oa^ 

gilt dasselbe. Da nun aber die Punkte (1.) alle in K zusammenfallen, so 
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folgt, dass in die Gerade OK im ganzen k(k—l) Coincidenzstrablen hinein- 
fallen. Daher bleiben noch 

«(ll-l)-Ä(*-l) 

Coincidenzstrablen co übrig, welche im allgemeinen getrennt durch den 
Pankt laufen. Ihnen entsprechen eben so viele Tangenten, welche von 
P an die Curve C* gehen. 

Offenbar gilt für einen jeden neuen vielfachen Punkt eine ent- 
sprechende Verminderung der Klasse der Curve C". Wir haben daher 
den Satz: 

Lehrsatz 8. 

Für einen jeden k- fachen Punkt vermindert sich die Klasse einer Curve 
um die Zahl 

Ä(Ä-l), 

Für jeden Doppelpunkt ist diese Verminderung also gleich 2. 

§ 7. 

Verminderung der Klasse einer Curve durch Ruckkehrpunkte oder Spitzen. 

Hat die Curve C" einen RUckkehrpunkt (eine Spitze) jS, so ver- 
mindert sich die Klasse der Curve zunächst um 2, weil die Spitze jS ein 
Doppelpunkt ist. 

Nun kann man sich die Spitze nach althergebrachter Weise aus 
einem Doppelpunkte mit reellen Tangenten entstanden denken, indem die an 
dem Doppelpunkte beffindliche Schleife sich bis ins Unendliche zusammen- 
zieht. Stellt man sich jetzt die Schleife während des Zusamraenziehens 
mit allen ihren Tangenten vor, so ist es klar, dass die Schleife im Moment 
ihres Verschwindens als ein von seinen Tangenten eingehüllter Punkt 
betrachtet werden muss, der auf der Curve liegt. Fasst man also die 
Curve als Enveloppe auf, so besteht sie aus einer Curve und dem Punkte jS. 
Daher ist die Klasse der Curve C jetzt gleich 

«(« — 1) — 3. 
Mithin 

Lehrsatz 9. 

Für jeden Rückkehrpunkt vermindert sich die Klasse einer Curve um 
die Zahl 3. 

Hat eine Curve w-ter Ordnung J Doppelpunkte und x Spitzen, so 

2* 
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wird demnach ihre Klasse m durch die Gleichung 

(1.) iif = ii(ii-l)-2(r-3;r 

ausgedruckt. 

Aninerkimg. Dass ein zu einer Cnrve gehöriger Punkt, der als 
Enveloppe zu betrachten ist, wenn man die Klasse der Curve ins Auge 
fasst, auf der Cunoe selber liegt, kommt bei höheren Curven oft vor. Man 
kann es z. B. mit Leichtigkeit so einrichten, dass bei der Construction einer 
höheren Curve ein Einsiedlerpunkt mit zwei imaginären Tangenten auf die 
betreffende Cnrve zu liegen kommt. 

§8. 

Feinere Vermioderungen der Klasse einer Curre. 

Hat eine Curve einen Arfachen Punkt K^ so entstehen im allgemeinen 
Ar— 1 Schleifen in demselben. Zieht sich eine solche Schleife zusammen, 
d. h. fallen zwei der k Tangenten des Punktes K zusammen, so redncirt 
sich offenbar die Klasse der Curve um 

weil ein als Enveloppe zu betrachtender Punkt, der auf K liegt, aus der 
Curve herausfällt, wenn man sie als Klassencurve auffasst. 

Nehmen wir an, in dem Punkte K fielen je s Paare von Tangenten 
(2#^Ar) zusammen, so ziehen sich s Schleifen zusammen, und die Klasse 
der Curve vermindert sich um 

Mithin 

Lehrsatz 10. 

Für jeden k- fachen Punkte von dessen Tangenten s Paare (2*^Ä) in 
je eine zusammenfallen, vermindert sich die Klasse einer Curve um die Zahl 

k(k'-l)+s. 
§ 9. 

Vermiuderuug der Klasse einer Curve durch einen vielfachen Puukt, von dessen Tuugeuteu a in eine 

einzige zusammenfallen. 

Hat die Curve C* einen A-fachen Punkt Ä', in welchem o Zweige 
(o^Ä) eine und dieselbe Tangente berühren, so kann man die zur Ent- 
stehung der Curve führende Construction so modificiren, dass jene o Zweige 
verschiedene Tangenten berühren und a— 1 Schleifen an dem Punkte K 
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bilden. Nun modificire man die Construction so^ dass die a— 1 Schleifen 
sich zusammenziehen, die sich ergebenden a Zweige eine and dieselbe 
Tangente berühren, und die entstehende Curve mit C" znsammenfilllt. 

Betrachtet man dann die Cnrve als Enveloppe, so fallen in den Punkt 
K noch a— 1 als Enveloppen aufzufassende Punkte hinein, so dass man fttr 
die Klasse m der Curve C" die Gleichung 

m = «(»-l)-/:(Ä-l)-a4-l 
hat. Daher 

Lehrsatz 11. 

Ein k'facher Punkt mit o zusammenfallenden Tangenten vermindert die 
Klasse einer Curve um die Zahl 

&(Ä-l)+a-l. 

« 

Combinirt man die Zweige eines /r-fachen Punktes zu zwei, so sieht man, 
dass derselbe ^ä(&— 1) Doppelpunkte vertritt. Da jeder Doppelpunkt die 
Klasse um zwei vermindert, so gewinnt es grosse Evidenz, dass ein ft-facher 
Punkt die Klasse um 

2xiÄ(Ä-l) = Ä(Ä-l) 
reducirt. 

Ein &-facher Punkt mit s Paaren zusammenfallender Tangenten ver- 
tritt ge Wissermassen ^Ä(/r— 1)— « Doppelpunkte und s Spitzen. Ein solcher 
Punkt reducirt daher die Klasse um 

Ein Ä-facher Punkt, von dessen Zweigen a eine und dieselbe Tangente 
berühren, repräsentirt ^&(&— 1) — (a— 1) Doppelpunl^tß ind a—l Spitzen. 
Er vermindert daher die Klasse um 

2x^&(*-l)-2(a-l)+3(a-l) = *(&-l)+a-l. 

Anmerkling. Man stelle sich- ^ine /r-fache Tangente t einer Curve 
vor, welche diese in k Punkten zweipunktig berührt. Fallen zwei dieser 
Berührungspunkte in einen zusammen, so repräsentirt derselbe drei Schnitt- 
punkte der Curve mit der Tangente und ist also ein Wendepunkt. Fallen 
auf der Tangente t zum Beispiel von den k Berührungspunkten / (/<*) 
in einen einzigen zusammen, so schneidet die Tangente t in ihm die Curve 
(/+l)-punktig, und er ist ein höherer Undulationspunkt. 

Die dual gegenüberstehende Betrachtung ist für die Anschauung 
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nicht eben so leicht fassbar, was in der Eigenthttmlichkeit des daalen 
Gegensatzes von Punkt und Gerade in der Ebene begründet ist 

Andererseits ist es ohne weiteres klar, dass ein RUckkehrpnnkt, wenn 
man die betreffende Cnrve als Enveloppe betrachtet, als ein Doppelpunkt 
und ausserdem noch als ein von seinen Tangenten eingehüllter Punkt anzu- 
sehen ist, der auf der Curve liegt. 

Dagegen ist es nicht sofort einleuchtend, dass eine Wendetangente, 
wenn man die Curve, zu der sie gehört, als Ort betrachtet, als eine Doppel- 
tangente und ausserdem als eine Gerade anzusehen ist, welche die Curve 
berührt 

§10. 

Bestimmung der Wendepunkte einer Curve n-ter Ordnung. 

DeflllitioneTl. Bisher pflegte man die n—2 Punkte, in welchen die 
Tangente t eines Punktes a einer Curve n-ter Ordnung C* diese noch 
schneidet (wenigstens für Curven dritter Ordnung) die Tangentialpunkte von 
a zu nennen. Dieser Ausdruck ist nicht sehr zweckmässig gewählt, denn 
für den dual gegenüberstehenden Begriff, von dem man häufig Gebrauch 
machen muss, lässt sich passender Weise kein entsprechendes Wort bilden. 
Oder soll man etwa sagen Contacttangente? 

Ich schlage daher vor, diejenigen »--2 Punkte a', in welchen die 
Tangente t eines Punktes a einer Curve n-ter Ordnung C** diese Curve 
noch schneidet, die Nebenpunkte von a zu nennen. 

Bezeichnet m die Klasse der Curve C", so heissen dem entsprechend 
die m — 2 Tangenten /', welche sich ausser t noch von a aus an die Curve 
ziehen lassen, die Nebenlangenten von /. 

Ein Punkt einer Curve i»-ter Klasse ist demnach ein Nebenpunkt 
für die Berührungspunkte seiner Nebentangenten, das heisst für m— 2 Punkte. 

Der Kürze halber mögen die Nebentangenten einer Tangente / 
gelegentlich auch als die Nebentangenten ihres Berührungspunktes bezeichnet 
werden, während wir analog unter den Nebenpunkten einer Tangente die- 
jenigen ihres Berührungspunktes verstehen wollen. 

Eine Tangente einer Curve n-ter Ordnung ist eine Nebentangente 
für die Nebenpunkte ihres Berührungspunktes, das heisst für w — 2 Punkte. 

Unter Nachbarpunhlen und Nachbar lang enten wollen wir unendlich 
benachbarte und im Laufe der Curve direct auf einander folgende Elemente 
verstehen. 
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Alsdann kann man einen Wendepunkt definiren als einen einfachen 
Punkt einer Curve, für welchen ein^ Nebenponkt Nachbarpnnkt ist. Für 
die Wendetangente ist eine Nebentangente Nachbartangente, aber sie ist 
eine Doppeltangente (besonderer Art). 

Eine Rückkehrtangente ist auch eine Tangente, für welche eine 
Nebentangente Nachbartangente ist, aber die Bückkehrtangente ist keine 
Doppel'^ sondern eine einfache Tangente, 

Für einen Rückkehrpunkt ist ein Nebenpunkt zugleich Nachbarpunkt, 
aber er ist ein Doppelpunkt. 

In einem Doppelpunkte sind zwei^ in einem k-fachen Punkte sind 
Af(Ä— 1) Nebenpunkte vereinigt, ohne indessen Nachbarpunkte zu sein. 

Eine Doppeltangenle fällt mit zwei Nebentangenten ihrer Berührungs- 
punkte zusammen, ohne sie jedoch zu Nachbartangenten zu haben. 

Eine k-fache Tangente t^ mit k getrennten Berührungspunkten hat 
Af(iii— 2) Nebentangenten, von denen jedem Berührungspunkte m— 2 ent- 
sprechen. Von diesen Nebentangenten sind jedoch nur k(m- Ar— 1) von t^ 
verschieden, denn es fallen ä(ä— 1) in t^ hinein etc. 

Ehe wir nun die Wendepunkte einer Curve n-ter Ordnung bestimmen, 
wollen wir a priori zeigen, dass eine allgemeine Curve n-ter Ordnung, 
sobald nZ>^ ist, Doppeltangenten und Wendetangenten besitzen muss. 

Es sei m die Klasse einer allgemeinen Curve »-ter Ordnung C*. 
Dann ist, wie wir wissen, 

(!.)• m = «(n-l). 

Wenn die Curve C* gleichzeitig eine allgemeine Curve m-ter Klasse 
sein, also weder Doppel- noch Wendetangenten haben soll, so muss die 
der Gleichung (1.)* polar gegenüberstehende Gleichung 

(2.)» ii = i»(m-l) 

gleichzeitig erfüllt sein. 

Nun folgt aus den beiden Gleichungen (1.)* und (2.)* durch 
Multiplication 

(3.)* (m-l)(fi-l)=l, 

welche Gleichung, da m und n ganze Zahlen sind, nur für 

m = 2 
II = 2 
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erfüllt ist. Das beisst: Nur Kegelschnitte sind zugleich ihrer Ordnung und 
Klasse nach allgemeine Cureen. 

Sobald «>2 ist, kann die Gleicbung (2.)* neben (1.)* nicht mehr 
bestehen, denn wäre zum Beispiel » = 3, so wäre nach (1.)* offenbar m = 6, 
und aus (2.)* würde sich ergeben n = 30. 

Wir ersehen also aus diesem bekannten Ponceletschen Paradoxon*) 
dass, abgesehen von den Kegelschnitten, eine Curve, die ihrer Ordnung nach 
allgemein ist, nicht auch ihrer Klasse nach allgemein sein kann, es müssen 
vielmehr Singularitäten vorhanden sein, welche bewirken, dass die Ordnung 
einer Curve sich vermindert, wenn man dieselbe rückwärts aus der Klasse 
berechnet. 

Diese Verminderung kommt dadurch zu Stande, dass eine allgemeine 
Curve i»-ter Ordnung C" stets Doppel- und Wendetangenten besitzt (abge- 
sehen von dem Falle » = 3, denn Curven dritter Ordnung können ihrer 
Natur nach nur Wendetangenten haben). 

Dadurch nämlich, dass eine Tangente eine allgemeine Curve n-ter 
Ordnung C" berührt, ist diese Tangente ihrer Lage nach noch nicht völlig 
bestimmt, man kann sie vielmehr noch irgend einer zweiten Bedingung 
unterwerfen. Diese zweite Bedingung kann z. B. darin bestehen, dass die 
Tangente die Curve noch einmal berührt, also eine Doppeltangente ist. 
Oder wir können verlangen, dass eine Tangente eine Curve C" so berührt, 
dass einer ihrer Nebenpunkte in den Berührungspunkt fällt, sie selber also 
zur Wendetangente wird. Es wird also, sobald C eine allgemeine Curve 
ii-ter Ordnung, und « > 3 ist, allemal Doppel- und Wendetangenten auf der 
Curve geben, welche zur Verminderung ihrer Ordnung 

n = i?i(wi— 1) 

führen, wenn man dieselbe rückwärts aus der Klasse berechnet. 

Man kann nun ferner auc^i mit Rücksicht auf die Theilbarkeit der 
Zahlen zeigen, dass, wenn ii>3 ist, weder die Doppel- noch die Wende- 
tangenten verschwinden, so lange n eine beliebige Zahl bedeutet. Bezeichnen 
wir nämlich die Anzahl der Doppeltangenten durch r, die Anzahl der 
Wendetangenten durch ^ so ist, wenn C" eine allgemeine Curve «-ter Ordnung 



*) Annales de Gergonne, t. 8, p. 213. Vgl. Plücker, dieses Journal, 1834, Bd. 12, 
8. 107, oder seine Theorie der algebraischen Curcen, Bonn, 1839, Verlag von Marcus, 
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vorstellt, und n >> 3 ist, allemal 

(4.)* n = m(i«-l)-2T-3^, 

und es kann weder r = noch t = sein, so lange die Zahl n beliebig ist. 
Denn wäre z. B. t = 0, so würde aus der Gleichung (4)* folgen 

(5.)* « = i?i(m — 1) — 2t. 

Nun stellt aber die rechte Seite dieser Gleichung eine gerade Zahl 
vor, weshalb die linke Seite, also i», auch eine gerade Zahl sein müsste. 
Das steht aber im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass n eine beliebige 
Zahl sein kann. 

Nehmen wir ferner an, es sei t = 0, so ginge die Gleichung (4.)* 
über in 

(6.)* fi = m(m-l)-3t. 

Mit Rücksicht auf (1.)* geht diese Gleichung über in 

(7.)* n\n^2)=3i, 

d. h. es müsste eine der beiden Zahlen n oder « — 2 durch 3 theilbar sein. 
Diese Folgerung steht aber im Widerspruch damit, dass n eine beliebige 
Zahl ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen führen also a priori darauf hin, bei 
einer allgemeinen Curve n-ter Ordnung sowohl nach Wendetangenten als 
auch nach Doppeltangenten zu suchen. 

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Wendepunkte über und nehmen 
die Curve n-ter Ordnung iw-ter Klasse C", deren Wendepunkte wir ermitteln 
wollen, zunächst als allgemein an. — 

Ausserhalb dieser Curve wählen wir einen beliebigen festen Punkt 
und verbinden ihn mit einem beliebigen Punkte a der Curve durch einen 
Strahl 0. Auf der Tangente des Punktes a liegen «--2 Nebenpunkte, welche 
durch a' bezeichnet und mit dem Punkte durch «—2 Strahlen o' verbunden 
werden mögen. Diese w— 2 Strahlen o' sollen dem Strahle o entsprechen. 

Da nun der Strahl o die Curve in n Punkten q schneidet, von denen 
jeder n— 2 Nebenpunkte hat, so entsprechen jedem Strahle o im ganzen 

w(w-2) 

Strahlen o'. Die einem Strahle o entsprechenden Strahlen o' gehen also 
von dem festen Punkte nach den Nebenpunkten der n Schnittpunkte, in 
denen der Strahl o die Curve C* trifft. 
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Um die einem Strahle o' entsprechenden Strahlen o zu finden, beachten 
wir, dass ein Punkt einer Curve Nebenpunkt ist für die Berührungspunkte 
seiner Nebentangenten. Um also die einem Strahle o' entsprechenden Strahlen 
o zu erhalten, ziehen wir von den n Schnittpunkten, in denen der Strahl & 
die Curve C trifft, die jedesmaligen m— 2 Nebentangenten an die Curve. 
Die «(m— 2) Berührungspunkte derselben liefern mit verbunden diejenigen 
Strahlen o, welche dem Strahle o' entsprechen. .Wir haben also das 
Correspondenz-Schema : 



n(ii-2) 



«(»1—2) 

und 

«(ii-2)+»(««-2) = ii(m+ii-4) 

Coincidenzstrahlen, von denen aber je «—2 in eine der m Tangenten fallen, 
die von aus an die Curve gehen. Denn betrachtet man eine solche Tan- 
gente / als einen Strahl o\ so sind von den Nebentangenten der n Schnitt- 
punkte, welche dieser mit der Curve C" gemein hat, «—2 mit / identisch 
und fallen mit dem Strahle o, der von nach dem Berührungspunkte von / 
geht, zusammen. 

Es bleiben also noch 

(1.) n(m+«~4)-m(ii-2) = 2iw+«(w— 4) 

Coincidenzstrahlen übrig, welche im allgemeinen getrennt durch den Punkt 
laufen und durch oi bezeichnet werden mögen. 

Für keinen derselben geht die Tangente eines seiner Schnittpunkte 
mit der Curve C durch den Punkt 0, denn solche Coincidenzstrahlen sind 
bereits ausgeschieden. Das Zusammenfallen zweier entsprechenden Strahlen 
0, o' in einen Coincidenzstrahl w ist also, da die Curve der Voraussetzung 
zufolge nur einfache Punkte besitzt, einzig derart möglich, dass auf w ein 
Punkt a^ der Curve liegt, dessen Tangente / die Curve in einem Neben- 
punkte a^ von a^ schneidet, der zugleich ein Nachbarpunkt von a^ ist. Es 
liegt also auf jedem Coincidenzstrahle oi ein Wendepunkt der Curve. 

Bezeichnen wir, wie stets im Folgenden, die Anzahl der Wendepunkte 
durch i, so haben wir also die Gleichung 

(2.) i = 2m+w(ii-4). 
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Hieraus folgt, da 

(3.) i» = »(«-!) 

ist, 

(4.) t = 3(iw— »), 

oder 

(5.) ^ = 3ii(«-2). 

Daher 

Lehrsatz 11. 

Eine allgemeine Curve n-ter Ordnung hat 

3ii(ii-2) 
Wendepunkte. 

Anmerkung L Es wäre möglich, dass in besonderen Fällen zwei 
oder mehrere Coincidenzstrahlen in einen Strahl co^ zusammenfallen. Dann 
befinden sich auf w^ entweder verschiedene einzelne Wendepunkte aufgereiht, 
oder es fallen in einem Punkte a^^ dieses Strahles zwei oder mehrere 
Wendepunkte zusammen. 

Haben zwei oder mehrere solche zusammenfallende Wendepunkte die- 
selbe Wendetangente, so ist a^^ ein gewöhnlicher oder höherer Undulations- 
punkt, denn es ist ein einfacher Punkt, dessen Tangente die Curve in vier 
oder mehr Nachbarpunkten schneidet. 

Anmerkung 3« Wir sagten oben, dass in einer der Tangenten t, 
die sich von aus an die Curve C" ziehen lassen, »—2 Coincidenzstrahlen 
zusammenfallen, und es ist dies auch vollkommen klar, wenn man eine 
solche Tangente als einen Strahl o> auffasst und die entsprechenden Strahlen 
sucht. Anders aber gestaltet sich die Sache, wenn man eine Tangente t 
als einen Strahl o auffasst und die entsprechenden Strahlen o' sucht. Dann 
könnte es nämlich scheinen, als ob in einer Tangente / nicht i»— 2 sondern 
2(ii— 2) Coincidenzstrahlen vereinigt wären. Denn, bezeichnet o den Be- 
rührungspunkt einer Tangente t, während seine Nebenpunkte generell durch 
o! bezeichnet werden mögen, so trifft die Tangente / die Curve C" in n 
Punkten, von denen zwei mit a identisch sind. Da nun jedem Strahle o stets 
«(»—2) Strahlen o' entsprechen, die Nebenpunkte o! aber («—2)^ Strahlen o' 
liefern, so ist es klar, dass die dem Strahle o^Oa entsprechenden Strahlen 
o\ nämlich die Strahlen 0(}! doppelt gerechnet werden müssen, weil in a 
auf der Tangente / zwei unendlich benachbarte Punkte der Curve C" ver- 
einigt sind. Dann beträgt nämlich die Anzahl der dem Strahle t = o 

3* 
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entsprechenden Strahlen o' 

(n-2y+2(n-2) = »(»-2), 

wie es sein soll. Trotzdem sind aber in der Tangente /, wie gesagt, nur 
w — 2 Coincidenzstrahlen vereinigt, was in §23 ausführlich erörtert werden 
wird. 

§ 11. 

Verminderung der Anzahl der Wendepunkte einer Curve durch vielfache Punkte. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Curve C" habe einen A- fachen Punkt 
K. Dann bleibt das Correspondenz-Schema des vorigen Paragraphen be- 
stehen, und wir haben nach Abzug der m Tangenten, die von dem Punkte 
aus an die Curve gehen, wieder 

(1.) 2m+ii(«-4) 

Coincidenzstrahlen. In dieser Zahl (1.) hat aber m einen ganz anderen Werth 
als in der Zahl (1.) des vorigen Paragraphen. Ausserdem sind auch noch, 
um die Zahl der Wendepunkte zu erhalten, von der Zahl (1.) die in der 
Geraden OÄ^ jetzt offenbar vereinigten ä(ä— 1) Coincidenzstrahlen abzuziehen. 

Denn die Tangente t^ eines der k Curvenzweige, welche durch K 
gehen, schneidet die Curve noch in «—2 Nebenpunkten von K^ von denen 
Ä— 1 in K selber hineinfallen, ohne jedoch Nachbarpunkte des Berührungs- 
punktes von t^ zu sein. Also fällt der Strahl OK=^o mit ä(ä— 1) ent- 
sprechenden Strahlen o' zusammen. Demnach bleiben jetzt nur 

(2.) 2m+w(w-4)-Ä(Ä-l) 

Coincidenzstrahlen o) übrig, auf denen ein Wendepunkt liegt. Es ist also 

(3.) t = 2«i + n(ii~4)-Ä(Ä-l). 

Die Zahl (2.) giebt für alle Fälle die ausserhalb des Punktes K befindlichen 
Wendepunkte an, gleichviel, ob in dem Punkte K Tangenten zusammen- 
fallen oder nicht. Denn fallen zum Beispiel o Tangenten des Punktes K 
in eine zusammen, so hat die Curve in dem Punkte K doch immer k Tan- 
genten, deren jede so in Betracht gezogen werden muss wie oben die 
Tangente t^. 

In der Gleichung (3.) regulirt sich also die Zahl der Wendepunkte 
einzig und allein durch die Reductionen, die in jedem Falle an der Klasse 
m anzubringen sind. 

Hat ein Curvenzweig in K einen Wendepunkt, dessen Wendetangente 
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'## sei, so fallen auf der Tangente t^^ offenbar 

*~1 + 1 = k 

Nebenpünkte in den Punkt K hinein, d. h. der Strahl OK repräsentirt, wenn 
man noch die anderen Zweige der Curve, welche durch K gehen, in Be- 
tracht zieht, 

Coincidenzstrahlen. Da aber ein Zweig der Curve in K einen Wendepunkt 
besitzt, so hat die Curve wieder im ganzen 

2m+ii(fi-4)-Ä:(Ä-l)-l + l 
oder 

Wendepunkte. 

Wir wollen nun die einzelnen sich darbietenden Fälle betrachten. 

I. K ist ein &-facher Punkt mit ä verochiedenen Tangenten. Dann ist 

(3.) i = 2m+w(ii-4)-Ä(&-l), 

und, da 

(4.) m = ii(ii-l)-*(*-l) 

ist, 

(5.) 4 = 3(m— n), 

oder 

(6.) t= 3n(ii-2)-3Ä(Ä-l). 

I, a. Ist K ein Doppelpunkt, so ist & = 2, und 
(7.) i = 3ii(«-2)-6. 

II. Ist K ein &-facher Punkt, von dessen Tangenten s Paare (28 ^k) 
in je eine zusammenfallen, so ist wieder 

(3.) i = 2m+w(ii-4)-Ä(Ä-l), 

und 

(8.) m = «(w-l)-Ä(*--l)-«, 

also 

(9.) i = 3(m-w)+«, 

oder 

(10.) i - 3ii(n^2)-3Ä(*-l)-2*. 

II, a. Ist K ein RUckkehrpunkt, so ist « = 1, und 
(11.) c = 3«(ij-2)-8. 
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III. Ist K ein A-facher Punkt, von dessen Tangenten a in eine zu- 
sammenfallen, so ist wieder 

(3.) ^ = 2m+ii(«-4)-Ä(Ä- 1), 

und 

(12.) m = ii(ii-l)-*(*-l)-(^-l)^ 

also 

(13.) t = 3(m-w)+a-l, 

oder 

(14.) i = 3«(«-2)~3Ä(Ä-l)-2((y-.l). 

Hiernach haben wir folgende Sätze: 

Lehrsatz 12. 

Für einen k- fachen Punkt vermindert sich die Anzahl der Wendepunkte 
einer Curee um 

3&(*-l)- 
Für einen Doppelpunkt beträgt die Verminderung also 6. 

Lehrsatz 13. 

Für einen k- fachen Punkt, von dessen Tangenten s Paare (2s^k) in 
je eine zusammenfallen, vermindert sich die Anzahl der Wendepunkte einer 
Curve um 

3*(&-l)+2«. 

Für einen Rückkehrpunkt ist die Verminderung also gleich 8. 

Lehrsatz 14. 

Für einen k-fachen Punkt, von dessen Tangenten a in eine einzige 
zusammenfallen, vermindert sich die Anzahl der Wendepunkte einer Curve um 

3&(&-l)+2(a-l). 

Besitzt eine Curve mehrere vielfache Punkte der besprochenen Arten, 
so vermindert sich für jeden derselben die Anzahl der Wendepunkte so, als 
ob er allein vorhanden wäre. Hat z. B. eine Curve n-ter Ordnung J Doppel- 
punkte und X Spitzen, so ist 

(15.) i = 3ii(ii~2)-6(T-8;f. 

Hat eine Curve «-ter Ordnung beliebig viele vielfache Punkte, deren Tan- 
genten nicht zusammenfallen, und x Spitzen, so gilt die Gleichung 

(16.) i = S(jn-n)+x. 

Treten an einem *-fachen Punkte mehrere Besonderheiten durch 
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Zasammenfallen von Tangenten auf, so wirkt dies auf die Verminderung 
der Anzahl der Wendepunkte derart ein, dass man, wie leicht ersichtlich, 
die Gleichungen 

(17.) i = 3(«i-ii)+(a,-l)+(a,-l)+..., 

(18.) t = 3ii(ii-2)-3Ä(Ä^l)«2(ai-l)-2(a2-l)-- 

erhält, wo (Tj, a,, ... die Zahlen sind, welche angehen, wie viele Tangenten 
gruppenweise in eine zusammenfallen. 

Anmerkung. Für einen Doppelpunkt erniedrigt sich die Anzahl 
der Wendepunkte um 6, für einen A-fachen Punkt um 

6xiÄ(*"l) = 3Ä(Ä-l), 
was grosse Evidenz gewinnt, wenn man bedenkt, dass ein A-facher Punkt 
gewissermassen ^Ä(Ar— 1) Doppelpunkte vorstellt. 

§12. 

Erste Bestimmung der Doppeltangenten einer Cunre n-ter Ordnung. 

Um die Doppeltangenten einer Curve n-ter Ordnung C" zu bestimmen, 
welche von der m-ten Klasse ist und i Wendepunkte besitzt, suchen wir 
die Schnittpunkte dieser Doppeltangenten mit einer beliebigen festen Ge- 
raden g auf. 

Zunächst wollen wir die Curve C" als allgemein annehmen. Dann 
möge die Tangente / eines beliebigen Punktes p der Curve die Gerade g 
in einem Punkte a treffen. Die m— 2 Nebentangenten t' des Punktes p 
mögen die Gerade g in den Punkten a' schneiden. Dann betrachten wir diese 
Punkte a' als dem Punkte a entsprechend, und es werden daher einem be- 
liebigen Punkte a im ganzen 

m(m-2) 
Punkte a' entsprechen. Um dieselben zu erhalten, ziehen wir von a aus 
die m Tangenten t an die Curve, deren Berührungspunkte durch p bezeichnet 
werden mögen. Yon jedem dieser Punkte p gehen m— 2 Nebentangenten ^ 
an die Curve, welche g in den gesuchten Punkten o! schneiden, deren Ge- 
sammtzahl also m(m— 2) ist. 

Einem Punkte o! der Geraden g entsprechen aber 

fii(ii-2) 

Punkte a. Um dieselben zu erhalten, ziehen wir von a' aus die m Tan- 
genten t^ an die Curve, deren jede C" noch in den «—2 Nebenpunkten p 
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ihres Berührungspunktes p' sclineidet. Die Tangenten t dieser Nebenpunkte p 
treffen g in den gesuchten Punkten a, deren Anzahl also gleich 111(11— 2) ist 
Wir haben demnach das Correspondenz-Schema: 



a 



a' 



1 



m(m-2) 



m(ii— 2) 

Mithin giebt es auf der Geraden g 

(1.) m(m-2)+iii(ii-2) = m(m+ii-4) 

Coincidenzpunkte a, a'. Diese haben die Eigenthtimlichkeit, dass in ihnen 
die Gerade g von einer Tangente t der Curve C und. zugleich von einer 
Nebentangente t' von / geschnitten wird. 

Diese Coincidenzpunkte sind nun: 

1. Die n Schnittpunkte der Geraden g mit der Curve C", welche 
(m— 2)-fach zählen. Denn ist a^ ein solcher Schnittpunkt, so treffen 
seine Tangente t^ und deren m — 2 Nebentangenten t'^ die Gerade g 
wieder in a^, dieser Punkt gilt daher für m— 2 Coincidenzpunkte. 

2. Die Schnittpunkte von g mit den l Wendetangenten der Curve C. 
Diese Schnittpunkte zählen doppelt, denn eine Wendetangente ist 
eine Doppeltangente und für jeden ihrer beiden vereinigten Be- 
rührungspunkte ihre eigene Nebentangente. 

3. Die Schnittpunkte von g mit den Doppeltangenten der Curve C", 
deren Anzahl durch t bezeichnet werden möge. Diese Schnitt- 
punkte zählen offenbar auch doppelt. 

Man überzeugt sich leicht, dass es keine anderen Coincidenzpunkte 
auf der Geraden g giebt. Demnach ist 

2t = m(f?i-f n-4)-w(»i-2)-2£, 
oder 

(2.) 2t = m(m-4)-2(£-w), 

also 

(3.) T = -^»1(111 — 4)—^+«. 

Diese Gleichung gilt auch dann noch, wenn die Curve C" beliebig viele 
vielfache Punkte besitzt, deren Tangenten aber nicht zusammenfallen. Denn 
das Auftreten von vielfachen Punkten der genannten Art bewirkt nicht die 
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Entstehang von anderen Kategorien von Coincidenzpankten als den unter 
1., 2. und 3. aufgezählten. 

Hat also die Curve C" vielfache Punkte der genannten Art, so bringe 
man an den Zahlen tn und t die erforderlichen Reductionen an; man erhält 
dann aus der Gleichung (3.) die Anzahl der Doppeltangenten. Unter den 
oben gemachten Voraussetzungen über etwaige vielfache Punkte der Curve C" 
gilt nach (ö.) in § 11 auch die Gleichung 

(4.) i = 3(i»-n). 

Mit Rücksicht hierauf geht (3.) über in 

(5.) T = -|(m'-10m+8ii). 

Nehmen wir die Curve C* als allgemein an, so ist 

m = w(n — 1), 
und (5.*) geht über in 

oder 

(5.)* T = ^(m~w)(iii+ii-9), 

oder 

(6.) T = ^ii(w-2)(«'-9). 

Besitzt die Curve C" mehrere vielfache Punkte, durch welche 

Zweige gehen, deren Tangenten sämmtlich verschieden sind, so folgt aus (3.) : 

.7N i ^ = K'»-2)(ii^-9)-[Ä,(Ä,^l) + Ä,(&,-l) + ...]x 

^ '^ \ X[ii(n-l)-5-i{*,(*,-l)+*2(Ä,-l)+...}]. 

Hat die Curve C** nur einen ft-fachen Punkt der genannten Art, so ist 

(8.) r = |ii(ii-2)(n'-9)-*(Ä-l)[«(ii-.l)-5-|*(*-l)]. 
Hat die Curve C" einen Doppelpunkt, so ist 

(9.) T = ^n(ii~2)(ii'-9)-2[w(ii-l)~b]. 

Hat die Curve C aber J Doppelpunkte, so folgt aus (7.): 

(10.) T = |n(«^2)(ii'-9)-2(y[ii(«~l)~(y-5]. 

Wir ersehen aus den vorstehenden Gleichungen für t, dass die Re- 
duction der Anzahl der Doppeltangenten durch vielfache Punkte ganz anders 
vor sich geht als bei der Klasse und den Wendepunkten einer Curve. Die 
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Anzahl dieser nämlich reducirt sich für jeden vielfachen Punkt von einer 
bestimmten Beschaffenheit um eine constante Zahl, welche von der Ordnung 
der Curve unabhängig ist, und die Reduction geht für jeden vielfachen 
Punkt von der betreffenden Beschaffenheit ohne Rücksicht auf die Anzahl 
von Statten, in welcher er vorkommt. 

Die Anzahl der Doppeltangenten dagegen reducirt sich für vielfache 
Punkte um eine Zahl, die sich nicht nur mit der Anzahl der vielfachen 
Punkte, sondern auch mit der Ordnung der Curve in verhältnissmässig compli- 
cirter Weise ändert. 

§13. 

Reduction der Doppeltangenten durch Spitzen. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Curve C* habe x Spitzen und beliebig 
viele vielfache Punkte, deren Tangenten jedoch nicht zusammenfallen. Alsdann 
bestehen die Coincidenzpunkte auf der Geraden g nicht nur aus den Punkten 
1., 2., 3. des vorigen Paragraphen, sondern es treten noch die einfach zu 
zählenden Schnittpunkte der Geraden g mit den x RUckkehrtangenten der 
Spitzen hinzu. Denn eine RUckkehrtangente fällt mit einer ihrer Neben- 
tangenten zusammen und ist eine einfache Tangente. 

Wir erhalten also jetzt für die Anzahl der Doppeltangenten der Curve 
C" mit Rücksicht auf die Gleichung (2.) des vorigen Paragraphen den Werth 

(1.) T = |[m(m-4)-2(4~w)-;f]. 

Setzen wir hierin nach Gleichung (16.) in § 11 

so ergiebt sich 

(2.) T = |[m'^«10m+8ii-3;f]. 

Besitzt die Curve C" jetzt J Doppelpunkte und x Spitzen, so ist 

m = n(w--l) — 2(T— 3;f, 
und 

(2.)* T = |(m-n)(m+»-9)+(y, 

oder 

r = |[n(n~2)-2(T-3;f][n^-9-2(y-3;f] + ^y. 
oder 

jT = |n(«-2)(ii^-9^-2()[«(»-l)~()-5] 

l -if;f[2w(fi-l)-3(pf+3)] + 6;f(T. 
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Hat die Carve nur x Spitzen, so ist hierin J = 0, also 

(4.) T = ^n(»-2)(«--9)-fz[2»(»-l)-3(;f+3)]. 

§ 14. 

Allgemeinere Fälle. 

Wir wollen jetzt den allgemeineren Fall annehmen, dass die Curve C" 
mehrere vielfache Punkte habe, durch welche 

(.!•} **> ? ^i? • • • 

Zweige gehen, deren Tangenten nicht zusammenfallen, und dass sie ferner 
noch vielfache Punkte besitze, durch welche 

Zweige gehen, jedoch so, dass von den Tangenten dieser letzteren Punkte 
beziehlich 

Paare in je eine zusammenfallen. 

Alsdann treffen diejenigen Tangenten der Punkte (2.), welche je ein 
zusammengefallenes Paar vertreten, die Gerade g in einem Ooincidenzpunkt. 
Dies erkennt man durch dieselbe Betrachtung wie bei der einzelnen Spitze. 
Setzen wir demnach 

SO ist mit Rücksicht auf die Gleichung (1.) in § 13: 

(3.) T = |[w(w-4)-2(^-w)-S], 

oder, da jetzt 

1=^ S(m'-n)+S 
ist, 

(4.) T = ^[m'^l0m + 8n-3S]. 

Setzen wir hierin 

-[ä;(*;-i)+ä.u*;-i)+-]-s. 

und der Kürze halber 
sodass 



(6.) T = 
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s 

ist, so erhält man 

(5.) T = -|-[(m-«)(m+«-9)+/f+/if'-2S], 

oder 

( ^«(»-2)(n'-9)-|/if[2«(ii-l)-/f-l0] 

-|/sf'[2ii(ii-l)-ff'~10]— |-S[2ii(ii-l)-S-7] 

+ KK'+KS + K'S. 

Wir wollen nun annehmen, die Curve C" habe beliebig viele viel- 
fache Punkte, durch welche 

&i, &2, ... 

Zweige gehen, deren Tangenten nicht zusammenfallen, ferner aber beliebig 
viele vielfache Punkte, durch welche 

ATi, ^2, ... 

Zweige gehen, von deren Tangenten beziehlich 

in eine zusammenfallen. Dann treffen diese letzteren die Gerade g in Punkten, 
welche beziehlich 

(ai-l), (a2-l), ... 

Coincidenzpunkte darstellen. Denn fallen a^ Tangenten eines vielfachen 
Punktes in eine Tangente /* zusammen, so föUt diese mit Oi — l Neben- 
tangenten zusammen. 
Setzen wir nun 

((7,-1) + ((72-1) + ...= © 

und behalten für K und K' dieselben Werthe bei wie vorhin, so brauchen 
wir in den obigen Gleichungen von (3.) bis (6.) nur S durch @ zu ersetzen, 
um die für den jetzt vorliegenden Fall geltenden Gleichungen zu erhalten. 
Mithin ist jetzt 

(7.) T = |[m(m-4)-2(£-«)-©], 

(8.) T = ^[m'^-l0m + 8«-3@], 

(9.) T = |[(w,-ii)(m+w-9)+Ä'+Ä'-2©], 

(|ii(w-2)(i»''-9)-|/f[2fi(f*-l)-Ä'-10] 
-|/if[2ii(w-l)~/iC-10]-|@[2w(«-l)-~©-7] 



(10.) T = 
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Setzt man jetzt in der Gleichung (7.) noch 

— 3m + 2« = @— «— I, 
80 erhält man 

(11.) T = -^[m(i«-l)-ii^3i]. 

Dieselbe Gleichung erhält man auch, wenn man in der Gleichung (3.) 

— 3iw+2« = S—n-'i 

setzt. Für diese* Gleichung (11.) haben wir also bewiesen, dass sie alle 
bisher behandelten Fälle umfasst, jedoch nur, so lange die Curve C* keine 
drei- und mehrfachen Tangenten besitzt. Dagegen darf die Curve C" be- 
liebige vielfache Punkte besitzen, ohne dass die Gültigkeit der Gleichung (11.) 
in Frage gestellt wird. 

Bekanntlich entspricht die Gleichung (11.) dual der folgenden 

(12.) et = i[ii(ii- l)-m-3;f], 

welche aus der Gleichung (1.) am Ende des § 7 folgt, aber hier ist sie zum 
ersten Male direct abgeleitet worden, während man sie bisher indirect aus 
dem Gesetze der Dualität folgern musste. 

Anmerkung. In einigen der bisher abgeleiteten Formeln dienen 
die Buchstaben a^Oj^^a^^... dazu, anzudeuten, dass in einem vielfachen Punkte 
eine gewisse Anzahl von Tangenten in eine zusammenfallen, d. h. es fallen 
a— 1; ^1 — 1; aj— 1; ... Tangenten in diese andere eine hinein. Um nun in 
solchen Formeln anzuzeigen, dass in dem einen oder anderen vielfachen 
Punkte keine Tangenten zusammenfallen, mnss man natürlich für die be- 
treffenden Punkte 

a- 1 = ai — 1 = (72 — 1 = • • • = 0, 
also 

O = Ol = (Jj = ••• = 1 

setzen, wenn man ein richtiges Resultat erhalten will. 

§15. 

Die P/ucÄ:er8chen Gleichungen. 

Den im Bisherigen behandelten Fällen für die ßeduction der Klasse, 
der Wendepunkte und der Doppeltangenten einer Curve n-ter Ordnung lassen 
sich noch unzählige andere Fälle anreihen, in welchen vielfache Punkte 
mit complicirteren Singularitäten auftreten. Alle oder auch nur einen Theil 
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dieser Fälle hier aofzuzähleu würde zu anerträglichen Weitläaftigkeiten 
fuhren. Indessen wird man sich nach Massgabe der hier entwickelten 
Methode bei den wichtigsten vorkommenden Combinationen zu helfen wissen. 

Die folgenden sechs berühmten Gleichangen heissen bekanntlich nach 
ihrem Entdecker die Plückerschen*): 

(1.) m = w(ii-l)-2(y-3;f, 

(2.) t = 3ii(ii-2)-6J-8;f, 

(3.) T = |«(w-2)(w^-9)^2cy[«(ii-l)-(F~5] 

-f;f[2«(«-l)-3(x+3)] + 6;f(T, 

(4.) n = m(m-l)-2T-3i, 

(5.) X = 3«i(m-2)~6r-8i, 

(6.) (T = i-«,(f?i-2)(w'-9)-2T[w(w-l)-r-5] 

-fi[2m(m-l)-3(t + 3)] + 6£i:. 

Die letzten drei dieser Gleichangen stehen den ersten drei daal gegenüber. 

Maltiplicirt man die Gleichung (1.) mit —3 und addirt sie zu der 
Gleichung (2.), so erhält man die uns bereits mehrfach aufgestossene 
Gleichung 

(7.) i—x = 3(fw— w), 

welche man die sich selbst entsprechende P lue k ersehe Gleichung nennt, denn 
sie ist ihr eigenes duales Gegenbild. Man erhält sie auch, wenn man aus 
(4.) und (ö.) die Zahl r eliminirt. Hieraus ersieht man, dass die vier 
Gleichungen (1.), (2.), (4.), (5.) drei unabhängigen äquivalent sind. 

Statt (7.) kann man auch schreiben 

3w— pf = 3m-- i und dn+i = Sm+x. 

In § 17 werden wir die Gleichung (7.) a priori durch eine geo- 
metrische Betrachtung direct ableiten und erweitern. 

Die Differenz der Gleichungen (1.) und (4.) giebt 

n'-^2d'-Sx = m'-2T-3/. 

Setzt man hier den Werth 

i^x =^ 3(»i— n) 



*) Hacker, Theorie der algebraischen Curven, Bonn, Marcus, 1839, S. 211. 
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aus (7.) ein, so folgt die uns bekannte Gleichung (2.)* des § 13, nämlich 
(8.) 2(T-(y) = («,-«)(m+»-9). 

Substituirt man in dieser Gleichung zuerst 

(1.) m ^n(n-l)-2fi-Sx 

und dann 

(4.) n = m(m— 1) — 2t — 3 4, 

so erhält man die Gleichungen (3.) und (6.). 

Aus (7.) und (8.) beziehlich aus (1.) und (4.) folgen noch die 
Gleichungen 

(9.) ^w(ii+3)-fT-2;f = |,w(»i+3)-r-2^ 

(10.) ^(„-.l)(«-2)-(T-;f = i(iw-l)(m~2)-T-i, 

(11.) n'-2S'-Sx = iw'~2t-3/ = m+n. 

Aus irgend dreien der sechs Zahlen n, m, J, r, ;r, i können die drei übrigen 
berechnet werden, was im ganzen auf 60 Formeln führt. 

Setzt man nach Cayley 

%n + i = %m-\'X = a, 
so erhält man hieraus und aus (1.) und (4.) 

X = a--3iw^ 

t = — 3«, 

2d = ii'~ii+8iw-3a, 

2t = m^— iw+8w— 3a. 

Wir sehen also, dass man die vier Zahlen x, t, J, r durch m, n und 
a ausdrücken kann. 

Die Gleichung (9.) lässt sich nach Salmon*) folgendermassen a priori 
ableiten. 

Soll eine Curve einen Doppelpunkt haben, so gilt dieses für eine 
Bedingung; soll sie einen Rückkehrpunkt haben, so gilt dies fttr sacei Be- 
dingungen. 



*) Salmon, A treatise oa the higher plane curves, Dublin, Hodges and Smith^ 
1852, p. 92, n*^ 101. 
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Demnach ist eine Carve, welche d Doppelpunkte und }t Spitzen be- 
sitzt, durch 

:^n(n+?y)-d^2x 
Bedingungen bestimmt. 

Ihre reciproke Curve ist aber durch 

Bedingungen bestimmt. Hieraus folgt, indem wir die Zahlen n^ m, d, r, x^ i 
auf ein und dieselbe Curve beziehen, 

(9.) ^ii(ii+3)-J-2;f = |m(w+3)-T-2t. 



(Fortsetzung folgt.) 
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Ueber einige in der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen vorkommende bilineare Differential- 
ausdrücke. 

(Von Herrn E. Grünfeld in Wien.) 



1. 

Sind y, j^,, y,, ..., y, irgend welche Fanctionen von x nnd ist 



y'i 92 



»l 9i 



9i 



(*-i) 



= D{y^,y^, ..., yO. 



80 findet, wie Herr Frobenim gezeigt hat (d. J., Bd. 77, S. 248), zwischen 
denselben die merkwürdige Beziehung statt: 



(1.) 



^(yn y-ij •••> yn) ^(y^^y,, •••, yö 

_ ^^f ^(y> yi ^ ' • -> y*-i » yt^- i, ■.., yQ 
fl^^ ^(yny2»---,yn) 



Sind insbesondere j^n ^2, ..., 9» ein System linear unabhängiger Inte- 
grale der homogenen linearen Differentialgleichung u-ter Ordnung 



(2.) 



/-(») = £- + ^£ä+-+p»y = o 



und entwickelt man die im Zähler des zweiten Theiles von (1.) stehende 
Determinante /^(y, ^i, ..., y*-ii y*+i, ..., ^n) nach den Elementen der ersten 
Colonne y, y\ y\ ..., y^"~^\ so sind die durch Z>(yi, ^2? •••, y») dividirten 
Adjuncten derselben, von dem Factor (~ 1)*"* abgesehen, mit den n zu P(f/) = 
gehörigen Adjungirten iiq), iI(2), •••} «'c«) identisch (d. Journal Bd. 115, S. 329), 
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d. h. es ist 



(3.) 



(-1) 



jfc-1 ^(.v? yi > ■ "> yk-\ , yA+i , » • ^ y«) 
J5(y,,y,,...,y«) 



(4.) 



I ^y f ^'y I I ^"'^y 

C*=l,2 n). 

Dies geht aus der Bedeutung der Grössen %) unmittelbar hervor. 
Es ist insbesondere die Adjungirte der ersten Zeile: 

-1 ^(yn • • •> yi-i ? yjt+i ? • • •? yn) 



ti 



0)* 



= (- 1)' 



^(ynyQ,---,y«) 



und die Differentialgleichung, der dieselbe genügt, 



(6.) 



e,(%,) = £^ C^ •;..)- £ä S "0.)+^ (£»;.,)— ■ 



da?» 

n_i P»-l _f 






= 0. 



Es ist bekanntlich: 



(6.) 



^^ ^ ^ ^(y^,y.,-',yn) 



und da, wenn die Gleichung (5.) auf die Form 

(O. ) (?i (Wcd) = -^ + qr -j^^- + - + (/„«(i) 

gebracht wird, 

(7.) (/„ = (-!)>„ 

ist, so ist weiter (dieses Journal, Bd. 122, S. 48): 



= 



(8.) 






wo fi;t statt 11(1)^ geschrieben ist. 

Die Formel (1.) gilt allgemein für beliebige n + l Functionen 9,jfi,...,jr», 
daher gilt sie auch, wenn y\ y[^ yi, -.•? yl a" Stelle von y, Jfi, ya? -., y« in 
derselben gesetzt werden, es ist also 



(9.) 



D(yi,...yyk-\,yk+\. -".y'n) D(y\y\, 



J5Cyl,y2,..., y«) 



^>(yi,yi, 



•» y«) 

fl^ ^ (y\y!,-»-,yA-i,yUH' 
^'•^ ^(yl.yi, ...,yi) 



••,yi) 
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Lässt man in (9.) yi,y2,«-.?yn wieder ein Fundamentalsystem von 
Integralen der Gleichung P{y) = bedeuten, so ist zufolge (6.) : 

(6/) Z)(y;, yi, ..., yl) = (-l)>„Z)(yi, y^, ..., yj; 

der erste der beiden Quotienten links wird daher mit Rücksicht auf (4.) 
gleich (— l)'*+*~^p~*fi(i)^, weshalb, wenn noch 

gesetzt wird, diese Formel übergeht in die folgende: 

(y. ; Q— i; p„ w^i^^ . y^ (y ; = - — ^^ , ^ ,, -^ , 



drr 



i^Cyl,yi,-.-,y!i) 



in welcher also gemäss (10.) 

(11.) /i(y') = 

diejenige homogene lineare Differentialgleichung w-ter Ordnung bedeutet, 
welcher die ersten Ableitungen der Integrale ^1,^2?..-?^« von P(y) = 
genügen. 

Entwickelt man die Determinante 



y 



1 



^(yi,y2, •..,»!) = 



y" 



»i 
K 






9n 



yi"^ 



nach den Elementen der /r-ten Zeile und dividirt die Adjuncten derselben 
durch diese Determinante selbst, so stellen die erhaltenen Quotienten 



(12.) 



*(*), 



öö(yi,...,»;) 



i>(.y'u.-,y'n) dy\ 



(t) 



*(»). = 



D(.y\,-,yn) öy<') 



• • 



•J 



^c*)« ~ TT^;/ 



31)(y;,...,y;) 



^(yp...,y:) öyi^ 



(*) 



nichts anderes als die n linearunabhängigen Werthe der Adjungirten der 
&-ten Zeile, die zur Differentialgleichung (11.) /i(y') = gehört, vor (dieses 
Journal, Bd. 115, S. 329 und Bd. 117, S. 290). 

Es ist daher: 

^(y'j yj> ••-»yi-ijyi+i? •.•-. y«) _ 



^(yi,y2,...,y;) 



/ i\*-i f ^y I ^'y I I ^"y 1 



o 



36 E. Grünfeld, über bilineare Di/ferentialausdrücke. 

welche Beziehung für die Differentialgleichung /i(y') = dieselbe Bedeutung 
hat, wie diejenige in (3.) für P(y) = selbst. Mit Berücksichtigung der- 
selben verwandelt sich die Gleichung (9.)' in: 

(9.)" p--«(.)/Ä(y') = -i{*o)*y' +•(.)»»"+•••+«(«)*»'"'}• 

Von den Grössen r ist insbesondere t?(«) durch den Ausdruck dar- 
gestellt : 






^"'* ßCyl.yä,...,»;) 



^1 • • • yjt-1 ykw 



■ • 



Vi • • • y*— 1 yk+i • • • t/n 



,|(n-l) ,.(»-l) ,.(n-l) ||C«-1) ! 



? 



welcher zufolge (6.)' gleich ist: 

woraus mit Rücksicht auf (4.) sich ergiebt: 

(13.) ^(n),= ''Pn''f*0),] 

d. h. die zur Differentialgleichung (11.) gehörige n-te Adjungirte ist gleich der 
zu P(y) = gehörigen l-ten Adjungirten dividirt durch — p„. 

Die Adjungirten tt(i),«(2)? •••? %-i) drücken sich durch die Adjungirte 
W(») = * bekanntlich wie folgt aus (d. J. Bd. 115): 

(a.) ii^.j =p„_,»-_ (p„_,_,ä)+-^-,(p^_,_,^«)-... + (-1)-^ ^V_* 

(A = l,2,..^n — 1); 

in gleicher Weise werden demnach die Adjungirten t>(i), t>(2;? •••i«(«-i) ver- 
mittelst der Coefficienten der Differentialgleichung (11.) durch die Adjungirte 
«(n) ausgedrückt. 

Setzt man daher 
so ist 

d d^ d^~^V{n\ 

«?(*) = ^«-A^'c«)- ^('•«-Ä-i «?(«)) + -^^t (r.-/.-2 «?(«)) h(-" 1)"""^ ~ä^-V' 

oder zufolge (13.): 

(/4 = 1, .» M). 
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Werden diese Werthe für t?(i),i>(2), •.•,«(,) in die Gleichung (9.)" sub- 
stitnirt, so geht dieselbe über in: 



(15.) 



Pn '«(iu-Ä(»') = ;r;«Ctf\ «(i)J^ 



dx 



Wh 



WO 



(16.) ! + 

.['•--'/'-"'"-^('••-/'-"'«)+£^('---3/'.-'»)--"+(-l)"-'-'^"ä^^^ 

ist. 

Die Coefficienten ri^r2^ ..*>,rn lassen sich aber durch die p^ in sehr 
einfacher Weise ausdrücken. Denn es ist die Differentialgleichung, welcher 
die ersten Ableitungen der Integrale von P(y) == genügen: 

(17.) R(y') = -^P(y)-f/(y) = o, 

woraus sich ergiebt: 

r, = (p;+p,)-p,f^, 

Pn 



(18.) 



demgemäss können die Coefficienten in R(ti\u) durch diejenigen von P(y) 
ausgedrückt werden. Ist /in = l? so wird gemäss (17.): 



Ky') = i-P(s) 



dx 



and 



(19.) { + + 
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Die Beziehung (15.) wird dann zur folgenden: 

aus welcher hervorgeht, dass 

für p, = 1 der Differentialquotienl -t- P{y) wieder ein vollständiger 

Differentialquotient wird, wenn man denselben mit ii(,)^, (/r= 1, 2, ..., n) 

mullplicirt. 
Die Beziehung (15.), welche den Satz ausdrückt, dass 

p7\ 11(1) integrirender Factor der Differentialgleichung R (y') = 0, der 
die ersten Ableitungen der Integrale von P(y) = genügen, ist, 

gilt für jedes der n Integrale «(d^, ..., %)„ der Differentialgleichung (5/); 

hieraus folgt, um denselben Schluss anzuwenden, der zu der La^ra/i^eschen 

Beziehung 

(20.) */'(y)+(-i)'-y/'.(«) = :^^P(y, ») 

zwischen P(y) = und ihrer Multiplicatorgleichung Pi(») = führt, dass 

'/7~'^(y'' ^(j))~/'ir^^(i)fi(y') = ^ ^"^^ Differentialgleichung u-ter Ordnung in 

11(1) ist, welche durch alle Integrale von Qi(u^i)) = befriedigt wird, daher 
muss sie mit derselben identisch sein, und da in ihr der Coefficient von 

~j~^^ gleich ist (—ly'^p'^y'^ so ergiebt sich: 

(21.) pr'[«o,Ä(y')+(-i)-'y'^.(«(.))] = dt-Ä(y', «(.)), 

welche Formel von derselben Bedeutung ist wie (20.) und ausdrückt, dass 
einerseits, wie schon bemerkt, p7^W(i) integrirender Factor der Gleichung 

/J(j^') = 0, und andererseits /?7^y' integrirender Factor von Qi(u^i)) = ist 
Dass die Multiplicatoren von R(y')==0 durch die Ausdrücke p7*ti(i)^ 

gegeben sind, lässt sich auch unmittelbar erweisen: denn gemäss (4.) und 
(6.) ist 

^-1 __ / ^Nn^Af-i ^(!/l, --v J/Ar-1, ^A -f 1 , -^^, ^n) 

P" ««)*-(. U ■l>(yi,-y.i,...;j,;,)---' 

welch letzterer Ausdruck in der That den Wertli fUr die n-te Adjungirte 
von R(jf') = 0, vom Factor —1 abgesehen, vorstellt, übereinstimmend 
mit (13.). 

Weil Pn' R (y) = ä^ -j^;r n»d />"' (?,(«(■)) = G.(«(i)) ist, kann die 
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Beziehung (21.) auch so geschrieben werden: 

woraus der Satz hervorgelit, dass 

der Differentialquotient ^ ^ wiederum ein vollständiger Diffe-- 

rentialquotient wird, wenn man denselben mit ii^i)^^, (Ar = 1, 2, ..., «) 

multiplicirty 
wie schon früher für Pn = 1 ausgesprochen wurde. 

Für p„ = 1 lautet die Beziehung (21.): 

wo für R(tf', «(1)) der Werth aas (19.) zu setzen ist; in dieser letzteren 
Form kann dieselbe unmittelbar aus (20.) abgeleitet werden, weil jetzt u^^) 
iutegrirender Factor von R(y') = ist und daher auch umgekehrt y' inte- 
grirender Factor von ^i(«(i)) = sein muss. 

2. 

Für die Coefficienten 91,^2, •••.9« der Gleichung ^i(tt(i)) = ergeben 
sich aus (5.) die Werthe: 

r?. = [(»-i).(p.-)'-(p.prO]pn, 

q. = [(«-l)a(p.-')"-(«-2).(p.p,-')' + (P2prO]P-, 



(22.) 



q, = [(„-l),(p-')'*)-(«-2),_,(p.p-0^*-'>+(«-3),_,(p,p.-T-'>- 

•••4-(-l)*(p*pr)]p., 



•• 



l (/„ = (-!)>„. 

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt: p« = (— 1)"^« und mittelst dieses 
Werthes für p^ aus der ersten Gleichung: Pi = [(«— l)i(970'""(9i9i^^)]9«i 
hierauf aus der zweiten: P2 ^ [(n-l^Cq^T -(^-'^)i(gignT+{(l2gn')]qni 
u. s. w.; es drücken sich also die p* durch die qt gerade so aus, wie letztere 
durch erstere, somit ist umgekehrt P(y) ^ die Gleichung der ersten 

Adjungirten von Pi(f/(,)) = 0. Haben daher /?,(w')i f^i{^\y) für Qi(u^i)) =0 
dieselbe Bedeutung wie beziehungsweise R (y) ^ R (y\ u) für P(y) = 0, so 
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ergiebt sich aus der Formel (21.), wenn daselbst 

y, P(y), R,(u[,,), R^(u[,,, »), q^ = (- 1)>, 

beziehungsweise an Stelle von %), ^i(tt(i)), Ä(y')? '^(s? ^oO^Pn gesetzt wird, 
die folgende: 

(23.) P„-'[(-i)"yÄ,(«ö))-«o)''(y)] = ^Ä.(«ö). »)• 

Die Coefficienten s^ der Gleichung 

welcher die ersten Ableitungen der Integrale von ^i(m(i)) = genügen, 
hängen von den qi, in derselben Weise ab wie die Vj, in (18.) von den p^j 
mittelst der Ausdrücke (22.) können dieselben als Functionen der pj, dar- 
gestellt werden, wodurch dann auch die Coefficienten in dem Differential- 
ausdrucke Äi(tt[i),y) durch die pj, ausgedrückt erscheinen. Für p, = 1 
ergiebt sich: 

«i = -Pi, «i = p2~(»-l)ip'n «3 = -p3+(»~2),p;-(ii-l)2p7, 



(24.) » 



*, = (-i)*[p,-(i8~&+i),p;_,+(ii-&+2),p;'.,-(i»-&+3)3p;':',-..- 

...+(- 1)*-^(« -2),_,pi*-^>+(- i)*-^(i» - i)..,pr^^] . 

3. 
Durch Addition der Gleichungen (21.) und (23.) erhält man ferner 
die Beziehung: 

(25.) p7'{[«/?(y')+(-l)"yÄ>(«')]-[«' ''(';)+(- 1)"»'^.(«)]} = j^S(y,u), 

WO ti = ii(i) und S(y^u) = R(y\n)+Ri(u\y) gesetzt wurde. Hiemach ist 
der erste Theil der Gleichung (25.) gleichfalls der vollständige Differential- 
quotient eines in y und u bilinear gebildeten Ausdruckes. Für /;« = 1 ist, 
wie Herr J. Cels gezeigt hat (Comptes rendus, t. 115, p. 1057 — 1059), 

«'P(j,)-i-(-i)Y(?,(«) = ^r(y,«), 

wo 

r(y,«) = «y+[p..3«'-^^(p,_3«0+--+(-ir-'l"i]y'+ 

lpn-^«'-f^ip..-*^*')+-H-iT-'^]y"+-+ 



£. Grünfeld, über bilineare Differentialausdrücke, 41 

es muss daher in diesem Falle auch der Ausdruck 

«ß(!r')+(-l)"yÄ.(«') = ^F(y,«) 

der vollständige DifferenüalquoÜent eines in y und u bilinearen Ausdruckes 
sein. Eb ist dieser letztere gleich: 

!iV[«/'~*'-«v^""*~"+"''»^"~*~**-"-+(-i)r"*"*«^"^~*'»'+(--i)"~*"^""*'»]+ 

+(„_Ä_3),_^y"„(«)_...+(_iy-»y«-^)„'], 

wo p(i = pn = ^ ZQ setzen ist, wie sich ergiebt, wenn gemäss (18.), woselbst 
jetzt f. = 1, also p'n = ist, und (24.) die Werthe für R(y') ond Äi(«') in 
«iÄ(y')+(— l)"yÄ,(«') snbstitairt werden. 
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Eine dreifach perspectiven Dreiecken zugehörige 

Punktgruppe. 

(Von Herrn Eugen Jahnke in Berlin.) 



In einer neuerdings erschienenen Arbeit*) habe ich, angeregt durch 
die einschlägigen Untersuchungen von Herrn F. Caspary**), die dreifach per- 
spective Lage zweier „ßrocarrfschen^ Dreiecke zu einem gegebenen Dreieck 
als Ausgangspunkt genommen, um von hier aus eine übersichtliche Grup- 
pirung der merkwürdigen Punkte eines Dreiecks und dadurch neue merk- 
würdige Punkte und neue Einsicht in deren Zusammenhänge zu erlangen. 
Hierbei erwies sich neben den Perspectivitätscentren und den Desargues^chen 
Punkten ein System von Punkten von Bedeutung, die ich Veronese^che 
Punkte genannt habe. 

Bei dem Versuch, die für die Ebene gewonnenen Resultate auf den 
Kaum zu übertragen, wurde ich auf die vierfach hyperboloidisch gelegenen 
Tetraeder geführt. Das Studium dieser Tetraeder bot für mich ein erhöhtes 
Interesse, als ich einen einfachen Zusammenhang derselben mit den Theta< 
functionen von zwei Argumenten erkannte. 

Indem ich mir vorbehalte, in einer späteren Arbeit auf diesen Zu- 
sammenhang einzugehen, will ich im Folgenden zunächst die wichtigsten 
Eigenschaften der aus den 3 Perspectivitätscentren, den 9 Desargues^chen 
und den 9 VeroneseAchQn Punkten bestehenden Punktgruppe für zwei beliebige 
dreifach perspective Dreiecke mittheilen. 



*) lieber dreifach perspecticische Dreiecke in der Dreiecksgeometrie. Wissen- 
, schaftliche Beilage zum Jahresbericht der Achten Realschule zu Berlin. Ostern 1900. 
R. Gaertner. 

**) Vgl. Nouvelles Annales de iMath. (3) XIX p. 75—77. 
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L 

Die Perspectivitätscentren dreifach perspectiver Dreiecke. 

Werden die Perspectivitätscentren zweier Dreiecke UiÜiüj^ A^AiA^^ 
welche za einander dreifach perspectiv liegen, durch das äussere Prodnct 

- • • • ■ ' 

p. = [U^At U^Ai] = [U^Ai UiAi] = [üi^i UaAjt] a,*,/=:^iA3; 2,3.1; 3,1,2) 

dargestellt, so ergiebt sich ohne weiteres, dass das Dreieck PiP2Pi sowohl 
zu ^1^2-^3 als auch zu UiU^Ui dreifach perspectiv gelegen ist. Werden 
hierzu wieder die Perspectivitätscentren gesucht, so treten die Ecken der 
ursprünglichen Dreiecke auf. Eine derartige Lage dreier Dreiecke wird in 
Erweiterung einer von Herrn C. Stephanos für Tetraeder eingeführten Be- 
zeichnung desmiich genannt. Demnach hat man das bekannte Resultat*): 

Theorem L Zwei dreifach perspective Dreiecke befinden sich mit 

dem Dreieck ihrer Perspectivitätscentren in desmischer Lage» 
Dieser Satz kann leicht verallgemeinert und dann folgendermassen 
ausgesprochen werden: 

Theorem IL Die Perspectivitätscentren dreier beliebiger zu einander 
dreifach perspectiver Dreiecke bilden die desmische Configuration (9^). 
Hieraus folgt unmittelbar 

Theorem LLL. Die Eckpunkte dreier beliebigen zu einander dreifach 
perspectiven Dreiecke bilden zusammen mit ihren Perspectivitätscentren 
eine Configuration (18g, 363). 

IL 

Der Desarffuessche Satz für dreifach perspective Dreiecke. 

Sind zwei Dreiecke einfach perspectiv, so liegen die Schnittpunkte 
entsprechender Seiten, die De^ar^e^schen Punkte, auf einer Geraden, der 
Desargues^chen Geraden. Liegen die Dreiecke dreifach perspectiv, so ist 
zunächst klar, dass 3 Desarguesüche Geraden mit 9 De^ar^tre^schen Punkten 
auftreten. Die Bildungsweise dieser Punkte 

Pu = [U2U, a,a;\, 

P3. ^[C/jl/j ^4^J, (/,*,/« 1,2,3; 2,3,1; 3,1.2) 

p,, = [ü,u, a,a;\ 

verräth aber die Existenz von 6 weiteren Desargues^ehen Geraden, welche 



*) Vergl. Rosanes, Math. Ann. II, 549—552; H. Schröter, Math. Ann. II, 553—562. 

6* 
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in die Seiten der ursprünglichen Dreiecke fallen. Daher 

Theorem IV. Zu zwei dreifach perspectiven Dreiecken gehören 9 
Desarguessche Geraden, eon denen 6 mit den Seiten der beiden 
Dreiecke zusammenfallen, und 9 Desarguessche Punkte; diese bilden 
eine Configuration (9^). 

Theorem V. Die 15 Punkte, bestehend aus den Ecken zweier drei- 
fach perspectiven Dreiecke und ihren Desarguesschen Punkten bilden 
eine Configuration (löj, 65). 

Theorem VI. Die Desarguesschen Punkte dreier in desmischer Lage 
befindlichen Dreiecke bilden zusammen mit den Dreiecksecken eine 
Configuration (862, Gg). 

III. 

Der F<!rones0sche Satz für dreifach perspective Dreiecke. 

Herr Veronese^) hat gefunden, dass sich zu zwei einfach perspectiven 
Dreiecken t/it^t/j, A^AiA^ stets ein drittes mit den Ecken {V-iA^ V^A^^ 
[U^Ax UiA^y [V\A2 UiA^ finden lässt, welches sowohl zu A^AiA^ als auch 
zu l/i U2 1/3 einfach perspectiv gelegen ist derart, dass die drei Perspectivitäts- 
centren in gerader Linie liegen. Ich will die Ecken des dritten Dreiecks 
als Kerone^esche Punkte des Dreiecks U^UzU^ in Bezug auf das Dreieck 
AiAzAi bezeichnen. Dann ergeben sich bei der Erweiterung auf dreifach 
perspective Dreiecke die 9 Veroneseschen Punkte 

ün = [U,A, U,A,l U,, = [U,A, U,A,l f/3. - [U,A, f/,^], 
U,, = [U,A, U,A,l U,, = [U,A, U,A,l U,,=^[U,A, U.A,], 

Man überzeugt sich leicht, dass die Veroneseschen Punkte sowohl 
des Dreiecks U^U^Ui in Bezug auf P1P2P3 als auch des Dreiecks P1P2P3 
in Bezug auf A1A2A3 mit den U„,,, zusammenfallen. Daher erweitert sich 
der Veronese^che Satz zu folgendem 

Theorem VIL Zu drei in desmischer Lage befindlichen Dreiecken 
UiUiU^^ AiAiA:^^ P1P2P3 gehören nur 9 Veronesesche Punkte U^^. 
Aus diesen lassen sich zwölf Dreiecke bilden: 



*) Atti della R. Acc. dei Lincei (3) I. Teorema IV. 
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1. das Tripel 

Uli ^2* V^ (•,t,/«l,2,3; 2,3.1; 3,1,2). 

welche zu den Dreiecken C/if/jf/s, A1A2A3 dreifach perspectiv liegen; 
15 von den 21 Perspeclivitätscentren fallen mit den Punkten ^1, F29 ^3 
zusammen j die übrigen sechs vertheilen sich zusammen mit Pi^P%^ P3 
zu je drei auf drei Geraden. 

2. das Tripel 

UaUiiüa (»=1,2,3). 

welche zu den Dreiecken Uil/jl/a, ^1^43^2 dreifach perspectiv liegen; 
ihre Perspectivitätscenlren sowohl in Bezug auf U1U2U3 als auch i» 
Bezug auf AiAiA2 fallen mit den Punkten U^^ f/«, U^ (t = 1, 2, 3) 
selber zusammen. 

3. das Tripel 

ViiUiiUii (<= 1,2,3), 

welche zu den Dreiecken UiU^U^^ P^PiPz^ und 

4. das Tripel 

UuUziU-ii (<,*,J=1.2,3; 2,3.1; 3,1.2), 

welche zu den Dreiecken A^AiA^^ P1P2P3 dreifach perspectiv liegen; 
von den Perspectivitätscenlren des dritten bezw. vierten Tripels fallen 
je 12 mit den Punkten ^1, A2J A^ bezw. (/x, (^27 U3 zusammen. 

Den soeben aufgezählten Dreiecktripeln kommen noch folgende 
Eigenschaften zu: 

Theorem VIIL Die Dreiecke jedes der Tripel 

UuUnU,,; UuU,,U,,:, U,,U,,U„ 

liegen unter einander einfach perspectiv mit den Perspectivitätscenlren 
bezw. Pi, P2, '^3; A, A2, Az\ t/j, Ü2, t/3. 

Was das Tripel 

Uu u,, u^ 

angeht, so liegen die Dreiecke zu zweien je einfach perspectiv. 

Die beiden Theoreme VII und VIII Ussen sich in folgende ein- 
fachere Form zusammenziehen*): 



*) Vergl. des Verfassers oben erwähnte Programmarbeit, S. 17, 18. 
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Theorem IX. Die Ecken dreier in desmischer Lage befindlichen Drei- 
ecke liegen mit den zugehörigen V er on es eschen Punkten auf 9 

,:. Geraden^ deren jede 5 Punkte enthält; durch 9 der 18 Punkte gehen 
je 3, durch die übrigen 9 je 2 der Geraden. Diese Geraden, charakteri- 
sirt durch die auf ihnen liegenden Punkte, sind die folgenden: 

A,U,P,UuU,,, A,U,P,U,,ün, A,U,P,U,,U,,, 

A1U3P2 1/22 t/23 7 A2L/2P1 Uli V^l , A-i Ui "3 C/21 t/22 1 

Ai 1/2 «3 ^^32 t/33 ? A2 t/i #2 t/33 t/31 1 ^3 ^^3 ' l t/31 t/32 • 

IV. 

Lagenbeziehungeu zwischen den Desarguesschen und Veroneseschen Punkten dreier desmischen Dreiecke. 

Berücksichtigt man, dass wenn U1U2U3J A1A2A3 dreifach perspectiv 
liegen, die Dreiecke AiUiUi, UiA^At] UiAj^U^^ AtUiAi] U^UiAi^ AiAkU^ je 
einfach perspectiv gelegen sind, so ergiebt sich: 

Theorem X. Die Desarguesschen und Veroneseschen Punkte, welche 
zu drei in desmischer Lage befindlichen Dreiecken gehören, vertheilen 
sich zu je drei auf 27 Geraden derart, dass durch jeden der 27 
Desarguesschen Punkte eine, durch jeden der 9 Veroneseschen 
Punkte sechs eon den 27 Geraden laufen. Diese Geraden, charakte- 
risirt durch die auf ihnen liegenden Punkte sind die folgenden: 

' 11 t'22 t/33? Pu^i^Uzi^ ^13 t/12 t/31, 



«21 ^^12 t/23 
«31 t'32 t/l3 

Pn t/3, t/33 

1 21 t'12 C/33 
«31 ^22 t/i3 

1 11 1/21 t/31 

P" TI Tl 

1 21 *-'l2 *^22 
"31 t/33 t/i3 

wobei P'n^nyP'L (^,« 

tu Bezug auf A1A2A 



«22 1/33 t^ii, 

'32 t'23 t/31 » 
«12 t'i3 1/31 , 

'22 1/23 t/u, 

t/32 t/33 1/21 , 



^23 t/32 t/21 ? 

PuU,,U.u, 

* 23 t'22 t/ji, 
/^33 1/32 f/iij 



«12 1'13 c/237 ^^13 1'12 tAa? 

1 22 t/31 t/lM '23 ^^3 t/23j 

* 32 t/22 t/327 1^33 t/21 t/ii, 

= 1, 2, 3) rfie Desarguesschen Punkte zu PiP2^s 
, Äe^iu. PiP2Pi in Bezug auf V^U^V^ bezeichnen. 



*) Vergl. des Verf. oben erwähnte Programm arbeit, S. 18. 



Jahnke, über eine dreifach perspectiven Dreiecken zugehörige Punkigrvppe. 47 

V. 

Verallgemeinerung des Veroneseschen Satzes. 

Der Veronese&che Satz für einfach and dreifach perspective Dreiecke 
ist ein specieller Fall des folgenden allgemeineren 

Theorem XL Sind zwei Dreiecke UiUzüi^ ViV^V^ «» einem dritten 
AiAiAi dreifach perspectiv, so lassen sich aus den 9 Punkten 

Wn^[U,A,V,A,l W,;^[U,A,V,A,l W,,^[U,A, V,A,l 
W,,^[U,A, V,A,l W,,=^[U,A, M3], W,,^[Ü,A, V,A,l 
W,, = [U,A, V,A,l W,, = [U,A, V,A,l W,, = [U,A, V,A,l 

6 zugehörige Dreieche 

Wii yy,2 w,„ 

(<.*,/=l,2.3; 2,3,1; 3,1.2) 

W,, W, W« 

bilden, derart , dass dieselben zum Dreieck A1A2A3 dreifach perspectiv 

gelegen sind. 
Der Beweis dieses Satzes folgt aus der Darstellung, die ich an anderer 
Stelle (vergl. des Verfassers oben erwähnte Programmarbeit S. 8) fUr den 
allgemeinen Typus dreifach perspectiver Dreiecke mitgetheilt habe. 

VI. 

Die 2 I-Punkt-Gruppe und ihr Zusammenbang mit der Dreiecksgeometrie^ 

Weitergehende Untersuchungen lehren, dass es naturgemäss ist, die 
im Vorstehenden betrachteten Punkte, nämlich die 3 Perspectivitätscentren, 
die 9 Desargues9,cheu und die 9 Veroneseschen Punkte als die dreifach per- 
spectiven Dreiecken zugehörige 'Jl-^Punkt-Gruppe einzuführen. 

Die hier mitgetheilten Sätze stehen nämlich in enger Beziehung zu 
der neueren Dreiecksgeometrie. Um dies zu erkennen, hat man nur nöthig, 
den durch das Grassmann^che äussere Product dargestellten Algorithmus zu 
einer analytischen Darstellung*) der Punkte zu verwerthen. Hierbei erweist 
sich das 21- Punkt-System als Quelle für eine grosse Zahl bekannter und 
neuer merkwürdiger Elemente (Punkte, Geraden, Kegelschnitte, Curven dritter 
Ordnung) am Dreieck und für eine neue Einsicht in die merkwürdigen 
Lagen- und Maassbeziehungen derselben.**) 



♦) Vergl. F. Caspary, Bull, des Sciences math. (2) XIII, 202—240, 1889. 
**) VergL F. Caspary, Sur quelques nouveaux theoremes relatifs au triangle. 
Nouv. Ann., XIX, p. 75 — 77, 1900, sowie des Verfassers oben erwähnte Programmarbeit. 
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Constniction gewisser Punkte aus der Dreiecks- 
geometrie. 

(Von Herrn Eugen Jahnke in Berlin.) 



U ntersachungen aus der neueren Dreiecksgeometrie haben mich zu 
der Frage nach dem Process geführt, welcher die Punkte 

construiren lehrt, wenn der Punkt 

gegeben ist. Dieser Process ist bekannt für den Fall, dass y=i2 oder 
gleich einer Potenz von 2 ist; dagegen bereitet der üebergang vom Expo- 
nenten 2 zum Exponenten 3 Schwierigkeiten. 

Der gesuchte Process ist ein specieller Fall eines allgemeinen Pro- 
cesses, der im Folgenden fUr die Construction gewisser Punkte mitgetheilt 
werden soll. 

Bezeichnen «,., /i< ... (1=1,2,3) die barycentrischen Coordinaten 
der Punkte 

(«l + «2 + «3)Ui = Cf,^j-}-a2^2+«3^3, 



in der Ebene des Fundamentaldreiecks A1A2A3 und v^ (>,... beliebige positive 
ganze Zahlen, so gebe ich im Folgenden einen für gerade und ungerade 
Exponenten v, p,... gemeinsamen Process, der die Punkte 

ar/:?f ... Ai + alßl ... A^+aJßJ ... A^ (•.*,/=i,2,3) 

aus den gegebenen Punkten Ui,Vi,... in einfacher Weise construiren lehrt. 

Das Verfahren steht in enger Beziehung zu einem Satze aus der 
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Lehre von den dreifach perspectiven Dreiecken, welchen ich in der vor- 
stehenden Notiz als Theorem XI. aufgestellt habe. 

Hierbei tritt eine Klasse merkwürdiger Punktgruppen als Hülfspunkte 
auf, fUr welche noch einige Lagenbeziehungen abgeleitet werden. 

Ich bediene mich im Folgenden der Grassmannschen Methode; doch 
ist zum Verständniss der Darlegungen nur die Kenntniss des äusseren Pro- 
ductes nothwendig. 

Indem ich auf die ausführliche Darstellung und Begründung der 
(Srassmannschen Methode durch Herrn F. Caspary (Bull. d. Sc. math. (2.) 
XIII, p. 202—240, 1889; vgl. auch Nouv. Ann. XVII, p. 389—392, 1898; 
XVIII, p. 248—274, 1899) verweise, begnüge ich mich mit einer kurzen 
Angabe des Bildungsgesetzes und der Bedeutung des äusseren Products. 

L 
Seien P, p, R drei beliebige Punkte in der Ebene und P^, ()<, ß^ (• = 1, 2, 3) 
ihre homogenen Coordinaten in Bezug auf das Fundamentaldreieck E^^^E^^^E^^\ 
so lassen sich die Punkte durch die Formen 

P=:P,E^'^'\-P,E^'^ + P,E^'\ 

Q=^Q,E^'^ + Q,E^'^+Q,E^'\ 

R = R,E^'^+R,E^'^+R,E^'> 
darstellen, wenn 

i i i 

Die gerade Linie, welche P und Q verbindet, wird dann duroh das äussere 
Product [PQ] dargestellt, d. h. durch folgenden Algorithmus: Bilde das 
algebraische Product PQ und ersetze die Producte E^'^ E^*\ E^'^E^^^i, A = 1, 2, 3) 
durch die Ausdrücke [E^'^ E%[E^'^ E^% welche den Bedingungen [£;(*) E<*'] = 0, 
[£^*>£t*'] = -[£:i*)£W](i+Ä) unterworfen sind. Führt man an den obigen 
Formen diese Rechnungsvorschrift aus, so ergiebt sich 

[PQ] = g, [E^'^E^'>]+g,[E^'^E^'^]+g,[E^'^E^'>l 

WO 

9i = PkQl—PlQk (••.*,'=1,2,3;2,3.1;3,l,2). 

In ähnlicher Weise geht man vom algebraischen Product PQR zum 
äusseren Product [PQR'] über und findet 

[P(?ß] = j P,Q,R, 

P3 (?3 «3 

Journal für Mathematik Bd. (JXXllI. Heft 1. 7 
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wenn man noch die Bedingung hinzufügt, dass [^^•>£^*>E<'^] (•,*,/= l,2,3;i+*+/) 
gleich der positiven oder negativen Einheit ist, je nachdem die Indices ijk^l 
zu derselben Klasse wie die Zahlen 1, 2, 3 gehören oder nicht. 

Hiernach drückt die Gleichung [PQ]z=0 aus, dass die beiden Punkte 
P und Q zusammenfallen, [P()/{] = 0, dass die Punkte P,Q,R in einer 
Geraden liegen, ebenso [gg'g"] = 0, dass die Geraden g, g\ g^ sich in einem 
Punkte scheiden. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dass die Darstellung 
von Punkten und Geraden in Form von äusseren Producten die lineare 
Construction derselben nach sich zieht. 

IL 
Ich entwickle zunächst den Process, welcher zur Construction der 
aus Ui abgeleiteten Punkte 

führt. 

Zu dem Ende construire ich aus Ai^ Az^ A^^Ui die beiden Punkte 

(«i+«2+«3)U2 = a-^Ai+a^Az+a^A^^ 

(«l+a2+«3)U3 = «3-^1 + «1-^2 + 0^2-^3 

wie folgt: Ziehe von Ui nach Ai^A2^Aj die Eckenlinien, welche die Seiten 
von A^AiA^ in drei Punkten treffen, und suche für diese Punkte die zu den 
Seitenmitten symmetrisch gelegenen Punkte (7;, (7", ü"', dann ergeben sich 
zunächst die Punkte 

(«l + Ö2 + a3)f^l = «l^l + «3^2+«2^3, 
(«l + «2+«3) £^2 = a3^1+«2^2 + «1^3, 
(«l + «2+«3)t/3 = «2-^1 + «! ^2+ «3-^3 

als Schnitt der Eckenlinien Ax\J\^ AiVl .^ A-^lJ'x bezw. mit den durch Uj zu 
A2A2J AjAi^ A1A2 gezogenen Parallelen. «Alsdann wird U2 als Schnittpunkt 
der durch £/, zu AiA^ und der durch U^ zu ^3^1, und U3 als Schnittpunkt 
der durch U^ zu A1A2 und der durch U2 zu A2A3 gezogeneu Parallelen 
erhalten. (Vgl. des Verfassers wissenschaftliche Beilage zum Jahresbericht 
der achten Realschule zu Berlin. Ostern 1900, p. 9, 10, sowie F. Caspary, 
Nouv. Ann. t. XIX, p. 75—77, 1900.) 

Nehme ich jetzt an, dass die Punkte 
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gefunden sind, so bilde ich die folgenden Punkte 

oder 

Hiernach suche ich die Perspectivitfitscentren des zum Fundamental- 
dreieck dreifach perspectiv gelegenen Dreiecks ÜJr^UJJ^UfJ\ d. h. die Punkte 

oder 

(«l' + CrJ + aj)!/?"^ = Oi Ai+alA2 + (XkAj (.•.*,/=l,2,3;2,3,l;3,l,2). 

Von diesen Punkten führt schliesslich eine leichte Construction zu den 
gesuchten Punkten Uf''^ welche aus den U^*'^ durch Vertauschung von A2 
mit Ai hervorgehen: 

Sie ergeben sich nämlich als Schnittpunkte der durch t/^*'^ zu -^3^1 
und durch ü^*'^ zu A^Azy bezw. der durch t/J"^ zu A-iAy und durch t/J"^ zu 
-43i4i, und der durch U[''^ zu -4,^2 nnd durch (7i*'^ zu -^j-^a gezogenen 
Parallelen. 

Dieser Proceös fliesst unmittelbar aus Theorem XI der vorstehenden 
Notiz, wenn wir für die Dreiecke U1U2U3, VjVjVj daselbst die beiden 
Dreiecke Ui''-^^U.i''-'^U^''-'MJiU2U3 wählen, nämlich zwei Dreiecke, welche 
einem besonderen Typus dreifach perspectiver Dreiecke angehören, den ich 
den Brocardschen Typus genannt habe (a. a. 0. p. 8). 

III. 
Ein analoges Verfahren liefert die Punkte 

(/^ + /5f + /^3)VJ^^ =/?Ml + /?M2 + /5f^ (.\*,/=1.5,3;2.3.1;3,l,2;e = 2,3.4,...). 

Construiren wir hiernach die Punkte 

so ergeben sich zunächst die Punkte FF}"'^^ aus 
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oder 

(«r/?f+«2/^ + ßI/?|) W\'^^^ = (x:ßiA, + a}ßfA2+alß!.A^ (i,*,/- 1,2,3,. 2,3,1,. 3, 1,2). 

Von diesen gelange ich wieder zu den gesuchten Punkten WJ*''^^ welche 
aus den W^,^"'^^ durch Vertauschung von A2 mit A^ hervorgehen, auf dem 
oben angegebenen Wege. 

Dieser Process kann beliebig oft wiederholt werden und liefert so 
die eingangs erwähnten Punkte. 

IV. 

Die vorstehenden Darlegungen lassen interessante Lagen- und 
Maassbeziehungen zwischen den Punkten ü^^i, bezw. Vi?2, Wi,V\ ••• zu Tage 
treten, welche noch Erwähnung finden sollen. Da diese Beziehungen in 
gleicher Weise fUr die U wie für die V, bezw. W,.. gelten, so können 
wir uns darauf beschränken, sie fUr die Punkte U^"^ auszusprechen. 

Zunächst folgt ohne weiteres aus Theorem XI der vorstehenden 
Notiz, dass die Punkte U^r» (»>» « = 1, 2, 3) für jeden Werth von r die sechs 
Dreiecke 

TT(>')TT(>')TT(0 
*-'il ^*2 ^li 1 

(i,Jt./=:l,2, 3j2,3, 1,3, 1,2; r = 2,S,4,...> 

bilden, welche zum Dreieck A^A^A-^ dreifach perspectiv liegen. 

Versteht man ferner unter P, (1=1,2,3) die Perspectivitätscentren 
des Dreiecks U1U2Ü3 in Bezug auf das Fundamentaldreieck, so erhält man 
mit Rücksicht auf Theorem IX der vorstehenden Notiz. 

Theorem /. Sämmtliche Punkte UJ;i (m, n ^ 1,2, 3; v = 2, 3, 4, . ..) 
liegen auf neun Geraden, welche sich dadurch bestimmen, dass je 
drei derselben durch jeden der Eckpunkte der drei in desmischer 
Lage befindlichen Dreiecke -4,^2^3? U1U2LI3, P1P2P3 gehen. Die 
Anordnung der Punkte nach den Geraden, welchen sie angehören, 
ist folgende: 

AU. P.U5VUf1>U11>LT,>...ÜS:>..., 

Ai Ujfc LiUzk ^21 U2/ Uj/ ••• U2/ »»M 

Ai U/ r i^Us/ir Us/ U3/ U3/ ... U3/ ... 

(<,*,/=l,2,3;2,3,l;3,l,2,. r = 2,3,4,. .). 
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lieber lineare Homogene Differentialgleichungen, 
welche mit ihrer Adjungirten zu derselbenArt gehören, 

(Von Herrn Richard Fuchs in Berlin.) 



JJie folgende Abhandlung enthält eine Reihe von Untersuchungen^ 
welche ich über solche lineare homogene Diflferentialgleichungen «-ter 
Ordnung mit rationalen Coefficienten angestellt habe, die mit ihrer Adjungirten 
zu derselben Art gehören. Für solche Diflferentialgleichungen muss ent- 
sprechend der Definition der Art eine Beziehung bestehen 

wenn y das allgemeine Integral der Diflferentialgleichung, z das allgemeine 
Integral der Adjungirten und A^^ Ai^ ..., A^ rationale Functionen der un- 
abhängigen Veränderlichen x bedeuten. Es zeigt sich, dass es einen 
wesentlichen Unterschied ausmacht, ob in der angegebenen Beziehung «— «» 
eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, wie es auch schon in der Abhand- 
lung meines Vaters (Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1898, S. 222 No. 1} 
hervorgetreten ist. Auch steht die Untersuchung dieser Klasse von Diflfe- 
rentialgleichungen in einem eigenthümlichen Zusammenhange mit der in der 
Litteratur vielfach behandelten Frage, welche Bedeutung das Bestehen 
homogener nicht linearer Relationen zwischen den Elementen eines Funda- 
mentalsystems von Lösungen einer linearen- Diflferentialgleichung für diese 
Diflferentialgleichung hat. 

I. 
Es sei 

(A.) y^''^+p^y^'"''^+'-+Pny==0, 

wo wie im Folgenden stets die oberen Accente Ableitungen nach der 
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ist, WO die Aa» rationale Functionen von x bedeuten, und also auch, wenn wir 

(6.) t>a« = -S Ci.ll«;. (« = !,...•) 

setzen, 

ist, so folgt aus (3.) durch wiederholte Differentiation, wenn immer mittelst 
(A.) höhere als (» — l)-te Ableitungen durch niedrigere ausgedrückt werden : 

WO die Raß rationale Functionen von x und die Rn^u i^it den Ai identisch sind. 

IL 
Wir wollen nun die Gleichungen (8.) voriger Nummer mit Uß^ multi- 
pliciren und dann für x = 1, 2, ..., n die Summe bilden; dann ergiebt sich, 
da aus der Definition der Uß^ (1.) No. I 



(1.) 



2 y»^VfiM = 0, wenn l=t^ß 

Jf = 1 
l x = l 



folgt: 

n 
(2.) i: VaM«^x = Raß 

oder mit Benutzung von (6.) No. I: 

n 

(2*.) Raß= 2 Ci^U^iUß^ (a,ß^a,l «-!). 

j, x = l 

Differentiireu wir nun Gleichung (2*.) nach x, so ergiebt sich mit 
Benutzung von (2.) No. I: 

Bei der Herleitung dieses Systems von Differentialgleichungen haben 
wir Übrigens keinen Gebrauch davon gemacht, dass die R^ß rationale Functionen 
sind, es gilt also auch, wenn in (8.) No. I Raß beliebige Functionen bedeuten. 

Wenn umgekehrt ß«^ ein beliebiges Lösungssystem von (4.) ist, so 
setzen wir 

(5-) ^au = Raiiyx+ Raiy^+'-'+Ra^n-lüi""'^ fx = 1. ... «) 



*) Auf dieses System ist mein Vater, Sitzungsberichte 1898, S. 223, 61. E, von 
einem anderen Gesichtspunkte aus gekommen. 
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dann ergiebt die Differentiation von (ö.) mit Benutzung von (4.) leicht 

d. h. aber, die Va» bilden ein Lösungssystem von (2.) No. I, und es sind 
mithin die v^-i^ Lösungen der adjungirten Differentialgleichung (B.). Wir 
erhalten also den Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Differential- 
gleichung mit ihrer Adjungirten zu derselben Art gehört, ist die, dass das System 
von Differentialgleichungen (4.) ein rationales Lösungssystem besitzt. 

Die Ausdrücke Ua^Uß^ (i, ;^ = 1, 2, ..., n) bilden übrigens ein Funda-" 
mentalsystem von Lösungen von (4.), denn es kann nicht ein System von 
Gleichungen bestehen 

(7.) HCi^Ug^iUo^ = (a,i» = n,l,..n«-l). 

ohne dass alle Cj« = sind. Bildet man nämlich in dem Systeme linearer 
homogener Gleichungen (7.) zu c^^ als Unbekannten die Determinante, so ist 
diese, wie leicht zu sehen, eine Potenz der Determinante \ui^\ (<=ü,...,n-i;« = i,..,«) 
und somit auch eine Potenz der Determinante ^(^i? j^2) -••) ^O? ^^^^ sicher 
von Null verschieden. 

IIL 
Wir wollen nun die Annahme machen, dass in der Beziehung 

(1.) z = ß,.,,oy+ßn.My'+ •••+ßn-i,my^'"^ 

iit<C»— 1, dass also 

(2.) /l»-.i,m + 0, aber ß„_,,«^_l = Ä„-i,m+2 = •••= fin-i,n-i = 
sei. Dann ergeben die Gleichungen (4.) No. II: 

^^ "n-2, m+l "n— l.m ^^ ^? 



^Än-l,m+l 



dx 

also 

(3.) fi»-2,m+l = — fin-l.m + 0, 

dagegen folgt aus 

\y *"n-2, m+2 = "n-\, m+l = v. 

Ebenso folgt allgemein: 

'^ '^ Iß - r) 
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Nehmen wir hierin m+«— 1 = «— 1, also • = «— m, so folgt 

(5.) ß..n-i = (-ir"-^ß_,,,„. 

Die Gleichung (5.) lehrt, dass wir die beiden Fälle: it— m gerade 
und n—m ungerade zu unterscheiden haben. 

1. Wenn n—m eine gerade Zahl ist, so folgt aus (5.): 
In diesem Falle setzen wir 

(6-) S^ß = Haß'-tißa'i 

dann folgt durch Differentiation 

d. h. die Grössen Saß genügen ebenfalls den Gleichungen (4.) No. IL 
Das System Saß hat aber die Eigenschaft 

(7.) Saß = —Sßa^ S„a = 0, 

und es ist sicher 

2. Wenn fi— w eine ungerade Zahl, so folgt aus (5.): 
In diesem Falle setzen wir 

Es folgt auch hier wieder, dass die Grössen Saß den Differential- 
gleichungen (4.) No. II genügen. Diesmal hat das System Saß die Eigenschaft 

C^"-) S,,ß = Sßa^ 

und es ist sicher 

FFen/i a/^o zwischen dem allgemeinen Inleyral y ton (A.) «//tcf «fem aU- 
gemeinen Integral z von (B.) eine Beziehung besteht 

so sind die beiden Fälle n — m eine gerade und n — m eine ungerade Zahl zu 
unterscheiden. Wenn n—m gerade ist. so besitzen die Differentialgleichungen 
(4.) No. II ein Lösungssystem 
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wenn n—m ungerade ist, hat man ein Lösungssystem derselben Gleichungen 

Saß = S^a' ) 

IV. 
Wir wollen nun weiter annehmen, dass n die Ordnungszahl von (A.) 
eine ungerade Zahl sei. Wenn dann Ä«^ = — ß^«, Ä«« = ist, so hat man 
bekanntlich 

Ip I A ^a = (I, I, ..., n— U 

\"'aß\ — ^ V>9 = <U,...,»-.i;. 

Aus der von meinem Vater (Sitzungsberichte 1898, S. 232) gemachten Schluss- 
folgerung ergiebt sich aber dann sofort die Reductibilität von (A.), wenn 
die Raß rationale Functionen von x sind. In Verbindung mit dem am Schlüsse 
der No. III ausgesprochenen Satze erhalten wir also: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung ungerader Ordnung 
(A.) mit ihren Adjungirten (B.) so zu derselben Art gehört, dass n — m eine 
gerade Zahl ist, so ist (A.) reductibel. 

In der Nummer VI werden wir über die Art dieser Reductibilität 
noch genaueres aussagen. 

V. 

Wir wollen nun den Fall w = w— 2 der zu n—m gerade gehört, noch 
etwas genauer ins Auge fassen. Wir haben dann also ein Lösungssystem 
der Gleichungen (4.) No. II S«^ = — S?«, S«« = 0, bei welchem sicher S,_i„_2 
von Null verschieden ist, und 



n 



(1.) S^^ = 2: Yin^ui^ßn^ 

WO Yi^ Constante bedeuten. Dann ist 

n n 

(2.) S^„= ^ y„«^.«a«= 2: r^,tt^iU,i„ 

/, X = 1 i, X = l 

also 

H 

(3.) S„^ + 5^„= ^ (y,x+y..)««(«^x = («.^ = ",1. ..,»-!); 

mithin, da die u^^Uß^ ein Fundamentalstem von (4.) No. II constituiren. 



*) Vergl. hierzu L. Fuchs, Sitzungsberichte 1898, S. 223. In dem Falle n — m 
gerade giebt es keine quadratische Form Z = ^ Raßy^'^^y^^\ wie aus Raß— — Rßa^ Raa=0 



iZsß 

ersichtlich. 



8 
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also 

(4.) y.-. = -y«., ^M- = 0. 

Daraus folgt aber 

Nehmen wir speciell a = fi, /? = «— 2, so hat man zufolge (2,) No. I: 

also 

Fuhrt man jetzt zur Abkürzung für das Fundamentalsystem von (B.) w«_i,, = », 
ein, so erhält man 

(6.) Sn-,,n-2 = - i y,. 

Wir kommen also zu dem Resultate: 

1. Wenn in der Beziehung 

Rn-un-i = 0, aber ß„^, „.^ =1= ist, so ist ß„_,,„_2 = |S„_, „.2 ein Integral der 
(n—2yten Associirten von (B.) 

Sind speciell Ä„_i,o, ß»-i,i, ..., fin-i,«-2 rationale Functionen von x, 
so besitzt also die (n— 2)-te Associirte ein rationales Integral. Umgekehrt, 
wenn die (n— 2)-te Associirte von (B.) ein rationales Integral besitzt, so sind, 
da die n^i mit den fi^_,. = j5. zu derselben Art gehören, auch alle 

rational, und dieses System hat die Eigenschaft S«^, = — Sj«, S«« = 0. 
Es ergiebt sich also: 

2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die («— 2)-/e 
Associirte von (B.) ein rationales Integral besitzt, ist die, dass eine Beziehung 
besteht 

wo Ao^ -4i, ..., A^_2 rationale Functionen von x sind und -^„«^ + ist. 

Aus diesem Satze folgt z. B., dass die Differentialgleichungen, denen 
die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen und Ab eischen Integrale genügen, 
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mit ihrer Adjungirten in der im Satze angegebenen Weise isn derselben Art 
gehören^ da bei diesen die (n— 2)-fo Assodirle stets ein rationales Integral 
besUzt.*) 

VI. 

Wenn die (ii— 2)-te Associirte ein rationales Integral besitzt, besitzt 
anch (vergl. meine Bd. 119, S. 1 abgedruckte Inauguraldissertation No. 4) 
die (ii— 4)-te, (»— 6)-te und allgemein die (»— 2Ä)-te Associirte im allgemeinen 
ein rationales Integral. Wenn n eine ungerade Zahl ist, wird also auch 
die erste Associirte von (B.) durch ein rationales Integral befriedigt werden 
müssen. Die erste Associirte von (B.) ist aber, abgesehen von dem den 
Integralen hinzuzufügenden Factor ^=:/)(9i, 92? •••) 9») nichts anderes als 
die Differentialgleichung (A.) selbst. Wir kommen also zu dem Resultat: 

Wenn die Differentialgleichung (A.) von ungerader Ordnung so mit (B.) 
zu derselben Art gehört^ dass 

iDO -4,_2 + 0, so wird die Differentialgleichung durch eine mit ^ = /)(yi, ^2? . • .^ t/n) 
muUiplicirte rationale Function befriedigt. 

Man kann leicht eine Methode dafür angeben, wie dieses Integral 
von (A.) aus A^_2 zu bilden ist. 

Wenn nämlich 



(1-) 



^,-2 = - ^ r> 






eine rationale Function ist, so sind auch allgemein 



(2.) 



Pa, = - 



£ Yi, 






rationale Functionen, die als lineare Functionen mit rationalen Coefficienten 
aus ^,_2 und seinen Ableitungen zu berechnen sind. 

Man bilde nun, wenn a,, a», a„ a„, ..., a,, »^ irgend welche n— 1 
Integrale von (B.) sind, das Integral der ersten Associirten von (B.): 





*• ^k */ ^ni . . . Ä^ Zf 




t t t t II 
*• ^k ^l *m . . . 55y Zr 


(3.) 




1 




-(n-3) «(»-S) (n-Z) -(n-3) ^n-i) «(n-3) 
«• «* Zf »« ... Zg Zr 




«(n-2i) .(n-2) -(«-2) «(»—2) »("-'^) 3cC»-'0 



*) Vergl. hierzu die Arbeit meines Vaters, Sitzungsberichte 1898, S. 477 ff. und 
meine Inauguraldissertation, dieses Journal Bd. 119, S. Iff. 
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und berechne es, indem man immer zwei Colonnen znsammenfasst, mit 
wiederholter Anwendung des Laplace^chen Determinantensatzes. Wenn man 
den sich ergebenden Ausdruck dann zuerst mit j^^ multiplicirt und über 
f <C^= 1, ...,'« summirt, dann mit y,^ multiplicirt und über /<C i» = 1, ..., « 
sunimirt u. s. w., so erhält man offenbar einen Ausdruck 

(4.) 2±P^^P,,...P,^, 

wo in der Summe für «/:?, ycJ, ..., e^ jedes Mal Combinationen zu zweien 
der Zahlen 0, 1, ...,»— 2 zu nehmen sind, aber so, dass a4=/94=y + (T4=-+^ 
ist. Dieser Ausdruck ist dann die gesuchte rationale Function. 

Im Falle der Differentialgleichung 3-ter Ordnung ist A^^2 selbst das 
Integral der ersten Associirten von ß, also ^A^^2 ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung (A.) selbst. Aus den vorhergehenden Betrachtungen ergiebt 
sich also unmittelbar: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür^ dass eine Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung ein rationales Integral besitzt, ist das Bestehen 
einer Beziehung 

dz = Ay + ^i»', 

uio A und Ai rationale Functionen eon x sind, und es ist A^ das rationale 
Integral, 

VII. 

Wir wollen nun noch auf einen eigenthümlichen Zusammenhang ein- 
gehen, in welchem die bisherigen Untersuchungen zu der in der Litteratur 
vielfach behandelten Frage stehen, welche Bedeutung das Vorhandensein 
homogener Relationen zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems 
für eine lineare Differentialgleichung hat. 

Wenn wir zwischen den allgemeinen Integralen von (A.) und (B.) die 
Beziehung haben 

wo m<C«— 1, aber n—m eine ungerade Zahl ist, so haben wir nach dem 
am Schlüsse der No. III ausgesprochenen Satze ein System S^ß = S^„, also 
wird in 

(2-) s„3 = 2:ri,KiU^. 

7i» = 7mi' Speciell haben wir, da S„_,„_i = 2 /?,_,„_, =0 ist, eine Gleichung 
(3.) . 2: ?/<,«<», = 0, 
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d. h. eine homogene quadratische Relation zwischen den Elementen eines 
Fundamentalsystems ^i, «2) •••) ^» ^^^ (ß-) ^^^ constanten Coefficienten. 

Wir wollen nun umgekehrt von der Annahme ausgehen, dass zwischen 
den Elementen eines Fundameutalsystems ^i, ^2? «-m ^» ^^^^^ linearen homo- 
genen Differentialgleichung (B.) — diese kann ja auch als die ursprüngliche 
Differentialgleichung angesehen werden — eine oder mehrere quadratische 
homogene Relationen bestehen und wollen sehen, was wir daraus nach den 
bisherigen Untersuchungen schliessen können. 

Wir beginnen dabei mit der Annahme, dass nur eine einzige qua- 
dratische Relation vorhanden sei: 

(4.) P=^c,,a,«, = 0. 

».« 

Lassen wir die unabhängige Variable x irgend einen Umlauf machen, 

«o erleiden die «< eine lineare Substitution, und P wird übergehen in 

UM 

Da aber eine zweite homogene quadratische Relation zwischen ^i, «2V9^» 
nicht vorhanden sein sollte, so bleibt nur die Möglichkeit 

also 

(6.) P = iP. 

Bilden wir nun der Gleichung (4) analog die Ausdrücke 



I, M 



fio folgt, da die u^i mit den », zu derselben Art gehören, also bei irgend 
einem Umlauf dieselbe Substitution erfahren, bei dem soeben gemachten 
Umlauf 

(6*.) fi., = Afi„„ 

d. h. aber jedes R^ß genügt einer linearen homogenen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit eindeutigen Coefficienten und die Verhältnisse der R^ß 
sind eindeutige Functionen. 

Wenn abo eine einzige quadratische Relation (4.) besteht, so haben 
u>ir eine Beziehung zwischen (A.) und (B.) 
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wo die Rn-u ^^ (*^f einen allen gemeinsamen Factor eindeutige Functionen 
von X sind*) 

VIII. 
Zweitens werde angenommen, dass m linear anabhängige quadratische 
Relationen zwischen den Elementen eines Fnndamentalsystems von (B.) 
bestehen 

I.« 



(1-) 



UM 



Machen wir wieder irgend einen Umlauf, so wird P^^^ Übergehen in 

(2.) P('> = -^rfJi^a.2, = a=iA...,m); 

•,« 

da aber der Annahme nach nur obige m Relationen (1.) bestehen sollten, 
so muss 

(3.) d<i> = a,,cr; + a,,cr;+... + a,.cL^> 

sein, wo ax^ gewisse Constanten sind, also 

(4.) P^'^ = auP'''+a,,P^-^>+ ... +a,„,P'-K 

Bilden wir nun wieder allgemein 

so werden wir nach dem von uns vollzogenen Umlauf offenbar wieder er- 
halten 

(4-.) Ri'} = anRi'l+a,,R^::,+ ^-+a,^R^-^. 

D. h. die Grössen R^J-} genügen für i = 1, 2, ..., iw einer linearen Differential- 
gleichung fw-ter Ordnung mit in x eindeutigen Coefficienten. Alle diese 
Differentialgleichungen, die wir für verschiedene a, ß erhalten, sind ein- 
ander cogredient**) 



*) Vergl. hierzu: Ualphen, aur les formes quadratiques dans la theorie de» 
equations differentielles lineaires (Comptes rendus de l'Ac. des sc, t. 101, 1885, p. 666) 
und die Abhandlung des Herrn G. Fano: Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 
mit algebraischen Relationen zwischen den Fundamentallösungen (Math. Annalen, Bd. 53^ 
Heft 4, S. 571), die mir erst nach Fertigstellung meiner Arbeit zu Gesicht gekommert ist. 

*) Vergl. zu dieser Bezeichnung Schlesinger^ Handbuch u. s. w., Bd. II j, S. 114, 



**^ 
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Wir erhalten also den Satz: 

Wenn zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems einer homogenen 
linearen Differentialgleichung (B.) m homogene quadratische Relationen bestehen^ 
so hat man zwischen ihrem allgemeinen Integral z und dem allgemeinen Integral y 
ihrer Adjungirten (A.) eine Beziehung 

wo Ai einer homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung mit ein- 
deutigen Coefficienten genügt, und alle diese Differentialgleichungen sind für 
1 = 0, 1, ..., m cogredient. 

Zum Schlüsse sei noch bemerkt, dass man ähnliche Betrachtungen 
aach für höhere als quadratische Relationen anstellen kann. Man hat dann 
nur — wenn man etwa kubische Relationen betrachten will — von einem 
Ansatz auszugehen 

(5.) z = 2;' A^,y^<^^y^\ 

Bildet man nämlich allgemein die Gleichungen 

(6.) ""^'^ ^i.,^<^^ry'''y'"'^ 

so genügen die Grössen R^ß^. einem System von Gleichungen 

welches, wie man sieht, den Systemen (2.) No. I und (4.) No. II völlig 
analog gebildet ist. Das allgemeine Integral dieses Systems ist ähnlich 
wie dort 

(8.) Raßl = -2 c,i,i<„,fi^jkW^„ 

wo Ca< Constante sind. 

Ein genaueres Eingehen auf diesen Gegenstand behalte ich mir für 
eine spätere Gelegenheit vor. 
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lieber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 

Coefficienten. 

(Schluss des von dem Verfasser in diesem Journal veröffentlichten Cyklus 
von Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen.). 

(Von Herrn L. W. Thomi in Greifswald.) 

in der Abhandlung des Verfassers Band 122 dieses Journals war zur 
Untersuchung einer homogenen linearen Differentialgleichung, welche in den 
Coefficienten rational nebst der unabhängigen Variablen eine irreductible 
algebraische Function derselben enthält, der Begriff eines im Bereiche dieser 
Function normalen Differentialausdruckes aufgestellt und ein aus solchen 
Differentialausdrucken gebildetes System betrachtet worden. Der deter- 
minirende Factor in einem im Bereiche der algebraischen Function normalen 
Differentialausdrucke hat die Eigenschaft, dass der Differentialquotient des 
Logarithmus desselben eine rationale Function der unabhängigen Variablen 
ist. Jetzt soll die Verallgemeinerung gemacht werden, dass die vorhin 
genannte Grösse eine rationale Function der unabhängigen Variablen und 
der algebraischen Function ist. Es werden Systeme solcher verallgemeinerten 
im Bereiche der algebraischen Function normalen Differentialausdrücke be- 
handelt und es wird untersucht, ob ein vorgelegter Differentialausdruck sich 
in ein derartiges System zerlegen lässt. Die Integration der Differential- 
gleichung, deren Differentialausdruck durch ein solches System dargestellt 
ist, erfolgt unter Anwendung der in den früheren Abhandlungen des Ver- 
fassers aufgestellten Integrationsmethoden. Zugleich wird eine Anwendung 
auf homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung gemacht. 

Nach einem Rückblicke auf den Inhalt dieser Abhandlung, der sich 
an den in Bd. 122 enthaltenen Rückblick auf die früher von dem Verfasser 
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in diesem Journal veröffentlichten Abbandlungen über lineare Differential- 
gleichungen anschliesst, wird die Reihe dieser Abhandlungen zum Abschlüsse 
gebracht. 

1. 

Definition des verallgemeinerten im Bereiche einer algebraischen Function normalen Differentialausdruckcs. 

In dieser Abhandlung werden homogene lineare DifferentialausdrUcke 
betrachtet, welche als Coefficienten der Differentialquotienten rationale Aus- 
drücke der unabhängigen Variablen x und einer irreductiblen algebraischen 
Function derselben s enthalten; der Coefficient der höchsten Ableitung in 
jedem Differentialausdrucke ist gleich 1. Die algebraische Function s soll 
eine irreductible Gleichung a-ten Grades mit ganzen rationalen Functionen 
von X als Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Potenz gleich 1 
haben. 

Es sei nun ein in dem Bereiche s regulärer Differentialausdruck (vergl. 

Nr. 2) m-ter Ordnung mit der abhängigen Variablen y genommen F«(y, 8,x). 
Dann werde der Differentialausdruck e^FJjß'^y^s^x) gebildet, die Coeffi- 
cienten desselben sind ganze rationale Ausdrücke von -r- = « und Ab- 
leitungen von J8 nach x. Wenn diese Coefficienten wieder rationale Aus- 
drücke von X und s werden sollen, so folgt aus dem Coefficienten von 

^ , dass 5 ein rationaler Ausdruck von x und s sein muss. « sei gleich 

g(sy x) gesetzt, wo g(s,x) eine rationale Function von x und s ist, e/^^' ''^^* = i2. 
In Abhandlung Bd. 122 No. 1 war i2 == e^ und W eine rationale Function 
von X allein, die in Partialbrüche zerlegt zum absoluten Gliede Null hat. 
Es war dort gezeigt, dass ein Differentialausdruck, der sich auf die Form 

i2F^(i2"'y, *, a?) bringen lässt, diese Form nur auf eine Weise annimmt. 
Diese Eigenschaft soll erhalten bleiben und demgemäss die Form von g(8, x) 
bestimmt werden. Eine Integrationsconstante kann in dem Integrale /^(«,a;)(/x 
hinzugefügt werden, da ein constanter Factor von i2 aus dem Ausdruck 

Q.F^(£l'^y^s,x) wieder ausftlllt. 

I. Die Form von g(8,x) wird so bestimmt, dass ein Ausdruck 
QF^(£2^^y,8^x)^ wo Fm(i/,s,x) ein im Bereiche s regulärer Differential- 
ansdruck und S2 = e>c*.«)dar jgj^ j^j^jj^j. ^^ ^^^^ Stellen regulär sein kann, 
wenn nicht g gleich Null ist. Ein Differentialausdruck F,„(y, s, a?), der sich 

9» 
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auf die Form S2F„,(£2'^y,8,x) bringen lässt, nimmt alsdann dieselbe nur 

auf eine Weise an. Wenn noch eine andere Form S2^G^(£2^^y,s,x) für 

Fm(y, «^ ^) bestände, wo F^ und G^ im Bereiche s reguläre Ausdrücke, i2, £2^ 
Integrale der vorhin bezeichneten Art sind, so würde sich 

ergeben; -jy ^^^ ^^^ Integral derselben Art, daher constant und der Ausdruck 

F^ gleich G^. Die Grösse g(8, x) ist eine ganze rationale Function von s 
höchstens vom Grade a— 1 mit rationalen Functionen von x als Coefficienten. 
Diese letzteren Functionen seien in Partialbrüche zerlegt. Bei Herstellung 
des Ausdruckes g(8, x) kommen in Betracht Punkte a, in denen die Dis- 
criminante der Gleichung von s nicht verschwindet, Punkte b, in denen die- 
selbe verschwindet, und der Punkt a; = oo. Die Theile des Ausdruckes von 
g(syx) sollen nun bei den Punkten a, b, oo insofern der Theil bei einem 
solchen Punkte nicht ausfällt, von folgender Form sein. 

Bei einem Punkte a soll der Theil von g(s,x) von der Form sein: 

^"^•^ (x-ay^ (x-ay-'^ ^(x-ay 

WO die h(8) ganze rationale Ausdrücke von &• höchstens (ö— l)-ten Grades 
mit Constanten Coefficienten sind. 

Bei einem Punkte b soll der Theil von g(8, a?) je nach der Beschaffen- 
heit von 8 bei diesem Punkte entweder von der Form sein 

/Q N ^0 t ^ l_ . Ctg— 2 

WO die a Constauten sind, oder von der Form 

WO die &(«) ganze rationale Ausdrücke von s höchstens (a— l)-ten Grades mit 
Constanten Coefficienten sind, oder- von der Form 

r^\ ^oW I *i(0 I I *g-3(0 , c 

^^'^ (x—by'^ (x-by-i '^""^ (x'-by'^ (x-by^ 

wo die k(8) ganze rationale Ausdrücke von s höchstens (a— l)-ten Grades 
mit Constanten Coefficienten sind, c eine Constante ist. 
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1 

Nachdem ((F— 6) '^ = ^ gesetzt ist, enthalten die Übrigen Theile von 
g(s,x) in der Entwickelung Potenzen von ^ mit positiven ganzzaUIigen 

Exponenten. Der Theil (3.) beginnt mit u^, 9(ßi^)-jy beginnt mit -f^^z^y^^] 

-w -/ . * = - ^^''^dc^' folgt daher, wie in A),dassi2F^(i2-*y,#,aj) 

bei ^ = nicht regulär ist. Es darf also, wenn dieser Ansdruck regulär 
sein soll, in g{Sy x) ein Theil von der Form (3.) nicht vorkommen. 

Der Theil von g(8,x) bei dem Punkte b soll, wenn derselbe nicht 
ausföUt, von der Form (3.) sein, wenn s bei b nicht die im Folgenden bei 
ß) und y) angegebene Beschaffenheit hat. 

ß) Der Theil von g(s,x) bei b sei von der Form (4.). 

Für s wird die Entwickelung ^c,^^, fUr x—b wird S" gesetzt Der 
Theil (4.) wird 



O 






g(8,x)^^ in n^e-^'^'^'^Tc"^ enthält, wenn ß(p-l)+l=,« gesetzt ist, den 
Theil 

und ausserdem Potenzen von ^ mit positiven ganzzahligen Exponenten. Die 
Entwickelung von Aro(*) sei ^^ab • Dann können aus (8.) Potenzen von £"* 
mit den Exponenten ^, ^—1 bis ,a-~/J+l nur aus dem Ausdrucke 

hervorgehen. Es ist 

Ferner ist vermittelst s = ^CaS'- 







(11.) 



^ dC >'c=„~V d. dC^c=„~V d» /;=,,' 

/d^A^N _/d^.^,)/d»Y, rfAo(*)dM _ f d'k,(s) \ , 
V dC' /{=«-\ d.' '^dV"^ d»"df'A'=<."^ d.' >';=,,'"*" 
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Es soll jetzt vorausgesetzt werden, dass c^ von Null verschieden ist. Dann 
ergeben sich aus (10.) und (11.) successive die R Grössen (fl> 1) 



(12.) 



(*o«)c=. (^\^. , -, ( 



d«-'Ä.(») 



), 







homogen und linear mit constanten Coefficienten durch die Werthe /oj Tu 
fx und ^2; bis /i, y2?"«?yÄ-i ausgedrückt. Durch die sämmtlichen ein- oder 
mehrblättrigen Windungspunkte bei x = 6 (deren a Blättern die o Zweige von 
9 entsprechen) erhält man gemäss (12.) im ganzen o Gleichungen, in welchen 
die o Constanten aus kj^s) homogen und linear vorkommen. Falls die Deter^ 
minante dieses Gleichungssystems von Null verschieden ist, so ergiebt sich 
weiter Folgendes. Wenn die Werthe yu» y\ bis y^-i i'^ (9-) bei jedem der 
Windungspunkte Null wären, so müssten die Constanten in hj^i) verschwinden. 
Es muss also wenigstens bei einem der ein- oder mehrblättrigen Windungs- 
punkte in der Entwickelung von (8.) der Theil (9.) nicht verschwinden. 
Nun ist Ä(e — 1)+1 — Ä+1^ 2. Daraus folgt dann wie in a), dass 

^F^{£l'^y,8yX) bei dieser Entwickelung von s bei ^ = nicht regulär ist. 
Demnach darf in ^(«, x) ein Theil von der Form (4.) nicht vorkommen. 

Es ist nun die vorhin genannte Determinante zu behandeln. Bei 
dem Punkte b sei ein fi'-blättriger, ein /{"-blättriger Windungspunkt etc. 
vorhanden, Ä', fi"...^l. Die in dem fi'-blättrigen Windungspunkte in b 
gleichen Werthe von s seien durch er, = a^ == ... = a^, bezeichnet; die in dem 
/{"-blättrigen in b gleichen Werthe von s durch a^._,.i = a^,^^ = •• = «« +ä' etc. 
Jene Determinante entsteht aus der Determinante 



(13.) 



1 a, tti . . . Off ^ 
1 a-i al ... a?"^ 



1 ff. er; 



o 



a—\ 



wenn dieselbe 0-mal nach aj, 1-mal nach «2? 2-mal nach «3 etc., (/?'— l)-mal 
nach cc/j. differentiirt und «j = aj = ••• = «/j. gesetzt wird; ferner, wenn dieselbe 
0-mal nach a/j.^.i, 1-mal nach 0^,^.2 etc., (/i"- l)-mal nach «ä^+ä. diflferentiirt 
und «Ä^i = ffÄ'H.2 = ••• = «Ä'+Ä" gesetzt wird etc. Die Determinante (13.) ist 
bekanntlich gleich dem Producte aller Differenzen der a 

(«2-«i)(ff3~Oj) ..• (ßa — «1) 
(«3 -«2) ... {Po-(^2) 



(14.) 



(«0-ß<T-l), 
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;5velche8 durch z/(a,, «2, . -, «a) bezeichnet wird. Es ist z/(a,, «2, ..., aj gleich 

(15.) («2 — «i)(a3-«l) ••• («a- «0 ^(«2, «3, ••.,«<;)• 

Hieraus entsteht durch die Operation ^ — , «2 = «n 

(16.) K«3-«i)(«4-«i) ... («<;-«i)r^(«3, a4,...,aa)• 

Hieraus ergiebt sich durch die Operation ^^, «3 = 0,, 

(17.) 2. 1 {(a4~a,) («s-Oi) ... («<i-«i)r^(«4, «5, ..., O7 
weiter durch die Operation -j-^ , «^ = a, , 

(18.) 2.1.3.2.1{(a5-«,)(a6-ai) ... (««-«,)}* ^(«5, «o, ..., O 
u. s.w. bis , ^._^ , «yj, = «1. Auf den übrig bleibenden Ausdruck, der noch 

attj^. 

ein ^ enthält, sind nun successive die Operationen -r-^ — ; -7 , a/j.^2 = «ä+m 

aa/2-i-i öflfÄ'+.2 

;T-ä — , aÄ'+3 = «Ä+i; etc. auszuüben. Es ergiebt sich — durch die jedes- 

maligen Exponenten 1 in (15.), 2 in (16.), 3 in (17.) etc. der dort neben 
J vorkommenden Potenz — , dass diese Operationen an dem vorhin übrig 
gebliebenen J auszuführen und in dem anderen Theile «ä'+i = ^ä+2 = "-«ä-i-ä" 
zu setzen ist; u. s. w. Ist nach a„ ein oder mehrere mal zu differentiiren, 
so liefert die an dem letzten J in Bezug auf a^ auszuführende Operation 
einen numerischen Factor gemäss (16.), (17.) etc. Es ergiebt sich das 
Resultat, dass wenn die schliesslich noch bleibenden a unter einander ver- 
schieden sind, die betrachtete Determinante von Null verschieden ist. 

Das Vorhergehende wird nun bei dem Punkte b angewandt. Die 
algebraische Function s habe bei b folgende Beschaffenheit: Bei jedem R- 
blättrigen Windungspunkte (JR ^ 1) sei in der Entwickelung von s, wenn 



{x—bY =S gesetzt ist, £ejC;^ der Coefßdent c, von Null verschieden; ferner 

von einem Windungspunkle zum anderen betrachtet, seien die Anfangscoeffi- 
cienten c^j in den Entwickelungen unter einander verschieden. 

Alsdann kann in dem Ausdrucke g{s,x) ein Theil von der Form (4.) 
nicht vorkommen, wenn Q,F^(Qr^y, s, x) im Bereiche s regulär sein soll. 

Es wird also jetzt festgesetzt, wenn die algebraische Function s bei 
dem Punkte b die vorhin angegebene Eigenschaft hat, so soll in dem Ausdrucke 
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g(s,x) bei b der Theil von der Form (4.) eintreten, falls nicht der Theil bei 
diesem Punkte ausfällt. 

y) Die algebraische Function s habe bei dem Punkte b folgende 
BeschafFenheit: 

Es $eien bei b a einwerthige Zweige Si bis s^ vorhanden, die Werthe 
von Si bis s^^i in b seien unter einander verschieden, die Werthe von s^^i und 

s^ in b seien einander gleich, dagegen seien J"^ und -t^ in b von einander 

asD a*D 

verschieden. 

Alsdann wird festgesetzt, dass in dem Ausdruck g(s, x) der Theil bei b 
die Form (5.) haben oder ausfallen soll. 

Falls ko(s) nicht für alle Werthe von Si bis s^ in b verschwindet, so 
beginnt wenigstens bei einem Zweige s die Entwickelung (5.) mit der Potenz 
(oj— 6)"^, p > 2. Wenn aber kii(s)^ welches ein Polynom höchstens (a— l)-ten 
Grades ist, nicht identisch verschwindet, aber für die a— 1 in b verschiedenen 

dk ($) 

Werthe der $ verschwindet, so ist — r^ für diese Werthe von Null ver- 

' ds 

schieden. Daher hat (— i---7-) für « = «-_, und s^ zwei verschiedene 

V ds dx^g^t, 

Werthe, wahrend {ki(s))^^f, bezüglich c (in c^x—b)"^) für s^^i und Sa nur 
einen Werth hat. Demnach beginnt wenigstens bei einem der beiden Zweige 
«a-i oder *^ die Entwickelung (5.) mit der Potenz (x— 6)"^"^\ P — 1^2. 
Verschwindet ko(s) identisch aber c nicht, so beginnt die Entwickelung (5.) 

mit c(aj— 6)"^ Hieraus ergiebt sich, wie in A), dass i2F^(S2^^y,s,x) bei 
b nicht regulär sein kann, wenn nicht der Theil (5.) aus g{s,x) ausfällt 
Die Form (5.) des Theiles von g(s,x) bei diesem Punkte b ist so be- 
schaffen, dass wenn die Differenz zweier bei demselben Punkte verschiedener 
Ausdrücke gx(s, x) und g2(s, x) gebildet wird, in gx(s, x) — g2(s, x) = g{s, x) 
der Theil bei b wieder die Form (5.) hat oder ausfällt. 

C) Bei dem Punkte a? = oc. 

Es dürfen also, wenn der untersuchte Ausdruck i2F^(i2~*y, s, x\ 
£1 =s gA'C*.*)rf* regulär sein soll, in dem Ausdrucke g(s, x) die Theile (2.), 

(3.), (4.), (6.) nicht vorkommen. Demnach bleibt £1 = ef^"^ zu betrachten, 
wo Q ein Ausdruck (6.) ist. Q kann, wenn s in demselben vorkommt, nicht 
für alle Zweige von s bei a? = oo endlich bleiben. Denn da Q für endliche 
Werthe x endlich ist, so würde alsdann Q eine Gleichung a-ten Grades 

Journal far Mathematik Bd. CXXIII. Heft 1. 10 



74 Thom^, über liueare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefßcienien. 

mit dem Coefficienten der höchsten Potenz gleich 1 und im übrigen con- 
stanten Coefficienten erfiillen, also selbst eine Constante sein. Dieses ist, 
wenn s in dem Ausdruck Q vorkommt, wegen der Irreductibilität der Gleichung 
für 8 nicht möglich. Wenn s in Q nicht vorkommt aber x, so bleibt Q 
nicht endlich. Keducirt sich Q auf eine Constante, so sei dieselbe von Null 

verschieden. Es wird a; = - , bei einem ß-blättrigen Windungspunkte (R > 1) 

^ '^ = ^ gesetzt. 

Wenn smQ vorkommt, so muss die Entwickelung von Q nach Potenzen 
von ^ mit ganzzahligen Exponenten wenigstens bei einem Windungspunkte 

dx dt RC'^'^ 

Potenzen mit negativen Exponenten enthalten. Q~2tdt'^'~^''h^ "'^^^ 

alsdann in höherer als 1-ter Ordnung für S = unendlich werden. Das- 
selbe findet auch noch statt, wenn sm Q nicht vorkommt aber x, und wenn 
Q sich auf eine von Null verschiedene Constante reducirt. Daraus ergiebt 

sich, wie in B)a), wenn in i2F„,(i2"*y, s^x) x = m und bei einem Ä-blättrigen 

Windungspunkte (ß^l) <^ = ^ gesetzt wird, dass wenigstens bei einer 
Entwickelung von s der Ausdruck <^F„^(£2~^y,8,x) nicht regulär ist. Soll 

also £2F^(£2''^y,8,x) regulär sein, so muss in 12 = e-/^^*'*^^ der Ausdruck 
g(8, x) gleich Null sein. 

III. A) Aus I. und II. folgt nun dieses. g{8y x) erhält den Ausdruck, 
dessen Theile durch (2.) bis (6.) gegeben sind, wobei bei einem Punkte b 
die Bestimmungen, die nach der Beschaffenheit von 8 in diesem Punkte in 
II. B) a), /?), y) getroffen sind, gelten. Oder giß, x) ist gleich Null. Wenn 

alsdann ein Differentialausdruck F„,(y, «, x) sich auf die Form £lF„,{Q'^y^ 8, x) 

bringen lässt, wo F,„(y,Ä,a;) ein im Bereiche 8 regulärer Diflferentialausdruck, 

i2 = eJ^^'''^'^ ist, so ist dieses nur bei einem Ausdrucke g{8^ x) und bei einem 

Ausdrucke F^if/yS^x) möglich. 

Ein solcher Differentialausdruck heisse ein verallgemeinerter im Be- 
reiche 8 normaler Differentialausdruck , 12 der determinirende Factor (ein zu 
12 hinzutretender constanter Factor fällt aus dem Dififerentialausdrucke wieder 

aus) F„,{yy8,x) der im Bereiche 8 reguläre Differentialamdruck in jenem Difife- 
rentialausdrucke. Wenn giß^x) die Function 8 nicht enthält, so heisst der 
Dififerentialausdruck F„,{y^8,x) ein im Bereiche s normaler Differential aus- 
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druck (s. Abh. Bd. 122 No. 1). Derartige Ausdrücke werden also auch zu 
verallgemeinerten im Bereiche s normalen DifferentialausdrUcken gezählt, 
wenn von letzteren Ausdrücken allgemein die Rede ist. 

B) In Bezug auf die im IL B) ß), y) angegebene Beschaffenheit der 
Function s bei einem Punkte, in dem die Discriminante der Gleichung von 
8 verschwindet, wobei in g(8^ x) der Theil (4), bezüglich (5.) eintreten soll, 
ist Folgendes zu bemerken. 

Nach den Untersuchungen von Kronecker über „Die Discriminante 
algebraischer Functionen einer Variablen^ Bd. 91 dieses Journals kann jede 
ganze algebraische Function rational durch x und eine ebenso verzweigte 
andere ganze algebraische Function ausgedrückt werden, welche an allen 
Stellen, an denen ihre Discriminante verschwindet, die Beschaffenheit, die 
in IL B) /?), y) angegeben ist, besitzt — Es ist dieses die algebraische Func- 
tion, deren Discriminante neben dem „wesentlichen Theiler^ einen solchen 
„ausserwesentlichen Theiler^ enthält, der das Quadrat eines Polynoms ist 
mit unter einander verschiedenen Linearfactoren, die zugleich von den Linear- 
factoren des wesentlichen Theilers verschieden sind (1. c. p. 326). — Wenn 
man eine vorgelegte algebraische Function rational durch x und eine solche 
Kronecker^che algebraische Function ausgedrückt hat, so kann man letztere 
in die Coefficienten der Differentialgleichung einführen. 

2. 

Die Form der im Bereiche einer algebraischen Function regulären DifTerentialausdrücke. 

Ein homogener linearer Differentialausdruck wi-ter Ordnung F„^(y, s, x\ 
der X und die algebraische Function s rational in den Coefficienten enthält, 
mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, hat zu singulären 

Punkten, nachdem die Coefficienten die Form -^f-yt wo H und K ganze 

rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen ohne gemeinsamen Theiler 
in X sind, erhalten haben, die Punkte, in denen die Nenner K(x) ver- 
schwinden, die Punkte, in denen die Discriminante der Gleichung von s 
verschwindet und den Punkt o; = oo. Ein solcher Differentialausdruek 
F^{yySyX) ist ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck (Abh. Bd. 115 
No. 5; Abh. Bd. 122 No. 1) genannt worden, wenn bei jedem singuläien 
Punkte a im Endlichen und bei x = oo — und zwar bei jedem ß-blättrigen 

Windungspunkte, wo Ä^ 1 ist, nach Substitution von {x—aY = ^, wodurch 

10» 
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F^(tf,8, x) = \-Ji) ^miVi^i D entsteht I entsprechend bei a: = c», a? = — , 
tt) Ki) — der Differentialausdru<5k G,«(y.***D zum Coefficienten 

von y^zä einen solchen hat, der höchstens in a-ter Ordnung für ^ = 

unendlich wird. In den Coefficienten von F„ (y, s, x) darf $ auch fehlen ; 
ein regulärer Diflferentialausdruck (Abh. Bd. 96 No. 5) (der also nur x in 
den Coefficienten enthält), ist zugleich ein im Bereiche s regulärer. (Wird 



'TFj Qm (jli ^9 1) in der Ent- 
wickelung von s nach Potenzen von ^ mit ganzzahligen Exponenten statt ^ 

2niR' 

die Grösse ^e ^ (fi' = 0, ..., fi— 1) gesetzt, wodurch dem Anfangsgebiete 
von ^ in der Nähe der reellen Werthe von ^ irgend einer der R zusammen- 
hängenden Zweige zugeordnet wird, so stimmt dieses Resultat mit dem- 
jenigen Uberein, welches entsteht, wenn in dem ursprunglichen Ausdrucke 

~Tt) SrniVi^,^ an Stelle von ^ die Variable ^c ^ tritt.) 

I. Es ist gemäss Abh. Bd. 115 No. 5 ein Typus im Bereiche s regu- 
lärer Differentialausdrücke folgender: 

Der Coefficient von ^_^ in F„,(y, «, a?) sei durch p^ bezeichnet, 

ax 

(p(x) = (x—a,), {x—Oi) ... (x -aj, wo «1, aa bis a^ unter einander verschieden 
sind. Dann hat p^ di^ Form 

^. N ^ _ A,i(x)s<'-'^ + Aai(x)s<^'-^ + '" + A,o(x) 

^^•^ P^'^ (ff{x)y ' 

wo die A (x) ganze rationale Functionen von x, über deren Grad Folgendes 

gilt. In der Gleichung für « sei a? = - gesetzt; dann sei / die niedrigste 

positive ganze Zahl, so dass wenn die Gleichung mit V"" multiplicirt und 
l^s = s gesetzt wird, die Gleichung für «' ganze rationale Functionen von t 
zu Coefficienten hat. Dann soll in (1.) der Grad von Aai(x) a:'^*'"^^ (^=1? •••7 ^) 
gleich oder kleiner als (^— l)a sein. (Steht an Stelle von (p(x) 1, so ver- 
schwinden die A^x)). 

Dass dieser Differentialausdruck ein im Bereiche s regulärer ist, 
ergiebt sich aus Abh. Bd. 115 No. 5 (5.). (In den dort vorkommenden 
Grössen u = wi*, v' = f?<^ to =wtf können statt der Exponenten h, k, l ent- 
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sprechend dem vorhin in Bezug auf s^sl^ Gesagten niedrigere Zahlen 
genommen werden.) — FUr die Regularität eines DifFerentialausdruckes 
^mdyy^,^) bei dem einzelnen singulären Punkte a im Endlichen oder bei 
a? = oo, wo «' = ts in Betracht kommt, ist nämlich immer folgende Bedingung 

hinreichend: Der Coefficient p« = ^Z n - von ^-^, wo //<,(«, x) und K^^J^ 

ganze rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen ohne gemeinsamen 
Theiler in x sind, enthält im Nenner den Factor x—a höchstens in der a-ten 
Potenz ; bei a? = oo, wenn die rationale Function von a:, welche in p^ den 
Coefficienten von «*'"* bildet, Li(x) ist, soll Li(a?)a/^^~'^ den Grad des Zählers 
wenigstens um a niedriger haben, als den des Nenners. 

IL Es soll jetzt untersucht werden, in wiefern der Ausdruck (1.) 

des Coefficienten p^ von -r-—, in einem im Bereiche s regulären Diflferential- 

ansdrncke nothwendig ist. Dieser Coefficient p^ in einem im Bereiche s 
regulären DifFerentialausdrucke F^(yy8yx) sei auf die Form 

gebracht, wo die ganzen rationalen Ausdrücke H(x) mit dem ganzen rationalen 
Ausdruck K(x) keinen gemeinsamen Theiler haben. 

A) Ein Punkt, in dem K(x) = ist, sei ein Punkt a, in dem die 
Discriminante der Gleichung von s nicht verschwindet. Es werden die a 
bei diesem Punkte einwerthigen und in a alle unter einander verschiedenen 
Entwickelungen von s eingesetzt. Wenn nun x—a im Nenner K(x) in 
höherer als a-ter Potenz vorkäme, so müsste die Gleichung 

(3.) H,(iay-' + H,(a)s^-'+-' + H,{a) = 

für die a in a verschiedenen Werthe s erfüllt sein, was nicht möglich ist. 
Der Factor x—a darf also in dem Nenner von p^^ höchstens in a-ter Potenz 
vorkommen. 

B) Ein Punkt, in dem K(x) = ist, sei ein Punkt 6, in dem die 
Discriminante der Gleichung von s verschwindet. 

Die Function s habe bei diesem Punkte die in No. 1 IL B) /?) 
1)ezeichnete p]igenschaft. 

Es sei K(x)=^(x—byK'(x), wo K'{b) von Null verschieden; daher 

^ ^^ K(x) {x—by^ (x-by-^ 



78 Tkomi, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienlen. 

Wird 

(5.) /f,(6)«-' + /f,(6).''-H-- + Äa(6) = A(») 

gesetzt, 80 erhält der Zähler in (2.) den Ausdrack 

f k(8)+(x-b)M(s,x), 
M(8, x) = L, (x) s'-' + L, (x) s"-' +... + /.,.,(«), 



(6.) 



WO die L(x) ganze rationale Functionen von x. Der Ausdruck (2.) erhält 



dadurch die Darstellung 



(7-) (^~|7 + (-iZ^-.{(A«+(=^-6)^(»,a^)) lC,(x-by+CM(,,x)}. 
Nun wird wie in No. 1 IL) B) ß) verfahren. Bei einem /{-blättrigen 



Windungspunkte (Ä^l) wird (x-by =S gesetzt, s—2:c^l^\ Die Ent- 
wickelung von k(s) sei J^yaS'« Dann können aus (7.) Potenzen von S"* 
mit den Exponenten rR, rfi— 1 bis rß— ß + l nur aus dem Ausdrucke 

\P') ^ 

hervorgehen. Es ergiebt sich nun, wie in No. 1 (10.), (ll.)) (12.)? dass 
die Grössen y,,? ^i bis yyj.i nicht bei jedem Windungspunkte Null sein 
können, weil sonst die Constanten Äi(6) bis H^{b) in (5.) alle verschwinden 
mUssten. 

Nun soll bei den Coefficienten pi bis p,,, zuerst in p^ der Exponent r 
in (4.) höher als h sein. Aus (8.) folgt, dass es jedenfalls eine Entwickelung 
von 8 giebt, bei welcher der von t abhängende Coefficient p^ in wenigstens 
(A+l)/?-/i + l =(Ä/i+l)-ter Ordnung für ^ = unendlich wird, während 
die vorhergehenden pi (k = l^...^h'-l) höchstens in AÄ-ter Ordnung unendlich 

-jr) G„Xyy ^9 1) gesetzt und der Coefficient 

von jy^ in G„, durch q^^ bezeichnet, so ergiebt sich aus der Darstellung 

von G^(y, «, S) Abh. Bd. 115 No. 5 (5.), dass bei dieser Entwickelung von s 
q^ in höherer als A-ter Ordnung unendlich wird. 

Wenn also bei dem Punkte b die Function s die in No. 1 II. B) ß) 
bezeichnete Eigenschaft hat, so kann in F^(y^SfX) der Coefficient p^ (2.) 

von -1 — -, im Nenner den Factor x—b höchstens in a-ter Potenz enthalten. 
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C) Pa (2.) bei a: = oc. 

Es wird a? = j , F„Xy, «, <^) = Kjj) '''». (y> »» 0, «t = s' (s. I.) gesetzt. 

Der Coefficient von -j—, in F[„ sei durch p« bezeichnet. Bei / = habe 

die Function «' die Beschaffenheit, dass entweder ihre a Werthe fUr i = 
unter einander verschieden sind, oder dieselbe sei von der in No. 1 IL B) fi) 
bezeichneten Eigenschaft. Es ergiebt sich dann wie in A) und B) nachdem 
ans Zähler und Nenner von p[ der gemeinsame Theiler in t weggehoben 
ist, dass der Factor t in dem Nenner höchstens in a-ter Potenz vorkommen 
kann. Aus dem Ausdrucke von F'^ (Abb. Bd. 96 No. 1 111) folgt dann 
successive fllr die Coefficienten in F^, dass nothwendig in dem Ausdrucke 
vonpa (2.) der Grad von Hi(x) a^^""^-^ wenigstens um a niedriger ist, als der 
Grad von K(x). 

D) Aus den Untersuchungen in A), B), C) hat sich für F^(yyS,x) 
ergeben, damit F„, bei dem einzelnen singulären Punkte a von F« im 
Endlichen oder bei a: = oo, wo s' = sl^ (s. I.) in Betracht kommt, regulär sei, 
ist nachstehende Bedingung in folgenden Fällen nothwendig und hinreichend. 
In den Fällen, erstens, wenn bei diesem Punkte die a Werthe von s bez. s unter 
einander verschieden sind, zweitens, wo dieselben nicht alle unter einander 
verschieden sind, wenn bei diesem Punkte s bez. s die in No. 1 II. B) ß) 
angegebene Beschaffenheit hat, ist diese Bedingung folgende. Der Coefficient 
Pa (2.) darf im Nenner den Factor x — a höchstens in a-ter Potenz ent- 
iialten und bei a;=oo, der Grad von Hi(x)x^^'^~^^ in p^^ muss wenigstens 
um a niedriger sein, als der Grad von K{x). 

Die Form (1.) des Coefficienten p,^ von ^^^J; in einem im Bereiche 

s regulären Differentialausdrucke ist also jedenfalls dann nothwendig, wenn 
die algebraische Function s an den Stellen, wo die Discriminante der 
Gleichung von s verschwindet, die Beschaffenheit, die in No. 1 II. B) ß) 
angegeben ist, hat, und wenn bei a; = oc, wo ä' = « ^' (s. I.) eintritt, s die 
Eigenschaft hat, dass entweder die o Werthe von s in / = unter einander 
verschieden sind, oder falls dieses nicht stattfindet, dass s bei / =: die in 
No. 1 II. B) ß) angegebene Eigenschaft hat. Diese Bedingung für s ist 
erfüllt bei 

(9.) »^-F(a:) = 0, 
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WO P(x) ein Polynom von x «-ten Grades ist, P(a?) = keine mehrfachen 
Wurzeln besitzt, wenn la^n oder /a = « + l; also immer in dem Falle 

(10.) 8'-P(x)^0. 

III. Der Typus in I. ist bei jeder beliebigen algebraischen Function 
8 hinreichend für die Regnlarität vom F,„(y, », a:). 

Es giebt aber Functionen s, bei denen noch andere im Bereiche 9 reguläre 
DifFerentialausdrUcke vorkommen. Die Abänderung besteht gemäss II. A) bei 
singulären Punkten von F«, in denen die Discriminante der Gleichung von 
8 verschwindet, oder bei x — oo. Ein Punkt, in dem die Discriminante 
verschwindet, sei x = b. Es soll ein im Bereiche s regulärer DiflFerential- 

ausdruck gebildet werden, bei dem der^ Coefficient p^ (2.) von . „^_^ im 

Nenner K(x) den Factor x—b in höherer als a-ter Potenz enthält* Dieses 
wird erreicht, wenn z. B. in der algebraischen Function «, deren Gleichung 
ö-ten Grades ist, bei b ein a-blättriger Windungspunkt sich findet und die 

Entwickelung von 8 mit (x—b)'' beginnt, wo x und a relative Primzahlen 
sind und x>l ist. Tritt in dem Zähler von p, der Factor «^(i^a — 1) 



heraus und ist — >1, so darf im Nenner von p^ der Factor (x^bf vor- 
kommen. Bei den tibrigen singulären Punkten im Endlichen und x^ oo 
kann dann die in I. angegebene Bedingung, welche fUr die Regnlarität an 
dem einzelnen Punkte immer hinreichend ist, erfüllt werden. Oder allgemeiner, 

es werde rational aus x und 8 eine ganze algebraische Function ^^/ *^ 

gebildet, wo M^^{x^ s) und N^(x) ganze rationale Ausdrücke der eingehenden 
Variablen ohne gemeinsamen Theiler in x sind, iüf, in Bezug auf 8 höchstens 
(a— l)-ten Grades, iV^^) ^o" höherem als nulltem Grade. iV«(a?) verschwinde 
für die verschiedenen Punkte ai, a^ bis a^. Es sei (p{x) — (x—a^) (x—a^...{x-'a^ 
und /(o?) ein Polynom von x, so dass x(x) — Q nur einfache Wurzeln 
besitzt, die von a, bis a„ verschieden sind. Dann wird der Coefficient p« 



von 



(11.) p,= *'^^^'*^ 



gesetzt. Der auf diese Weise gebildete Diflferentialausdruck F„, ^, «, x) ist 
auch bei jedem singulären Pnnkte im Kndlichen regulär, da bei einem 
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Punkte a, in welchem iV,(^) = ö? wenn bei jedem ß-blättrigen Windungs- 
pnukte (Ä^l) (pt^—ay =^ gesetzt wird, der Ausdruck —^^ eine Ent- 

wickelung der Form J'c,,^''hat. Damit der Differentialaasdruck bei x=oo 
regulär bleibt, ist (vgl. I.) der Grad von /a(^) entsprechend hoch zu wählen. 

IV. In irgend einem im Bereiche s regulären Differentialausdrucke 
111- ter Ordnung sei q der Coefficient von . ^^J^ ; e"*^' = V. Ist F„,(y, «, a?) = 

aou 

eine Differentialgleichung mit im Bereiche s regulärem Differentialausdrucke, 
so auch KF^(K"'y, », aj) = 0, wie aus den Integralen hervorgeht. 

V. Ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdruck 

F^ ==S2F^{S2''^y,SyX) (No. 1 III), der im determinirenden Factor oder im 
zugehörigen regulären Ausdruck s enthält, kann als Coefficienten nicht 
rationale Functionen von x allein haben. (Dieses ist, wenn der zugehörige 
reguläre Ausdruck dem Typus in I. angehört, unmittelbar aus dem Coefficienten 

von ^^ in F^ ersichtlich.) Aus i2F„,(/2-*y,«, x) = F«(y,a?), wo F„, in x 
rationale Coefficienten enthielte, folgt F^(y,8yx) = S2~^F,,,(S2y,x). Der Coeffi- 
cient von . „J^ in S2'^F„X^y, x) ist rng(8,x)-\-f(x\ g{s,x) aus No. 1 1, f(x) eine 
rationale Function von x. Bei einem ß-blättrigen Windungspunkte (R ^ 1) 

m 8 x = a wird (aj-a)* = l gesetzt, i2-'F„(i2y, a;) = (^j G„(y,»,S); der 

Coefficient von -j^y^ nach Formel Abh. Bd. 115 No. 5 (5.). Nun ergiebt 

sich aus No. 1 II, wenn in g(8,x) bei einem Punkte im Endlichen s vor- 
kommt, dass wenigstens bei einer Entwickelung von s der Coefficient von 

_^ in G^ in höherer als der 1-ten Ordnung unendlich wird. Also dürfte 

g(s,x) nur den Theil No. 1 (6.) enthalten. f(x) = AW+AC^)? wo A(a?) der 

echt gebrochene Theil von f(x). g(syx)+fi(x) bleibt bei x = oo nicht 

1 1 
endlich (No. 1 II.C); ^ = y» i'* = ^ (ß ^ 1). Dann wird wieder der Coeffi- 

cient von ^_^ wenigstens bei einer Entwickelung von s in höherer als der 
1-ten Ordnung unendlich. 
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3. 

Systeme verallgemeiuerter im Bereiche einer algebraischen Function normaler Differentialausdrücke. 

I. Zunächst wird anf die allgemeinen Eigenschaften von homogenen 
linearen Differentialausdrücken, welche rational die unabhängige Variable x 
und die irreductible algebraische Function s in den Coefficienten der Diffe- 
rentialquotienten enthalten, hingewiesen, die in Abh. Bd. 122 No. 1 I an- 
gegeben sind. 

Wenn in zwei homogenen linearen Differentialgleichungen, die x und 
8 rational in den Coefficienten enthalten, die Integrale bei einem Zweige 
von 8 linearunabhängig sind, so bei jedem Zweige. In Bezug auf die Her- 
stellung der homogenen linearen Differentialgleichung, welche die Integrale, 
die zwei solchen Differentialgleichungen gemeinsam sind, enthält, und in 
Bezug auf die Vereinigung der linearunabhängigen Integrale von zwei linearen 
Differentialgleichungen in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
siehe die 1. c. gemachten Angaben. Der homogene lineare Differentialaus- 
druck F^(y,8,x), der x und s rational in den Coefficienten enthält mit dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, wobei s auch fehlen darf, 
und der durch ein System 

(1) (p(y^s,x) = y,, y^iyns.x) 

darstellbar ist, worin (p und ip homogene lineare Differentialausdrücke höherer 
als nuUter Ordnung sind mit in x und s rationalen Coefficienten und dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, wobei s auch fehlen darf, 
heisst in dem Bereiche s zerlegbar; demnach, wenn F^ nicht durch ein System 
wie (1.) darstellbar ist, so heisst der Differentialausdruck in dem Bereiche 8 
unzerlegbar. 

Ein homogener linearer Diff'erentialausdrucky dessen Coefficienten rationale 
Functionen von x allein sind^ kann unzerlegbar sein^ so lange nur rationale 
Functionen von x als Coefficienten in Betracht kommen^ während derselbe im 
Bereiche einer algebraischen Function s zerlegbar wird. 

Um einen solchen Differentialausdruck zu bilden, wird eine homogene 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit in x und s rationalen Coeffi- 
cienten F, (y, «, ar) = genommen, worin s und demnach der Coefficient von y 
eine zweiwerthige algebraische Function ist. Dieselbe hat zwei linear un- 
abhängige Integrale, demnach ist die Connexdifferentialgleichung derselben 
(vergl. Abh. Bd. 122 No. 3 IV) *(y, x) = zweiter Ordnung. Der Differential- 
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ansdruck ^(y, x) sei zerlegbar in das System 

(2.) Ky9^) = y\ 9(y\^)i 

wo f und g homogene lineare DiflFerentialausdrOcke erster Ordnung mit in x 
rationalen Coefficienten sind. Solche Ausdrücke sind immer normale Diffe- 
rentialausdrttcke. Dann muss nach Satz Abh. Bd. 122 No. 1 III Fi(y, «, a?) 
ein im Bereiche s normaler Differentialausdruck sein, d.h. F^(y,8yx) lässt sich 

auf die Form bringen e^Fi(e~^y^8,x), wo W^eine rationale Function von x 

^lOly^y^) ^^^ in^ Bereiche s regulärer Differentialausdruck ist. Wird nun 
für Fi(y,s^x) ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialaus- 
druck (No. 1 III) genommen, dessen deterrainirender Factor S2 die Grösse s 
thatsächlich enthält (vergl. No. 2 V.), so kann, da Fi(y,8,x) nur auf eine 
Weise die Form eines verallgemeinerten im Bereiche s normalen Differential- 
ausdruckes annimmt, ^(y,x) nicht durch das System (2.) zerlegbar sein. 
Dagegen ist *(y, x) durch das System (I.) darstellbar, dessen erster Bestand- 
theil Fl (y, s, x) ist. 

IL Der Ausdruck 

(3.) A,(y, 9, x) = yi, A/yi, «, a?) = ^2, . . ., fa,(yi, «, x), 

wo faXVrf^f^) ^ = 0,...,/ ein homogener linearer Differentialausdruck a^-'ter 
Ordnung mit in x und s rationalen Coefficienten, wobei s auch fehlen darf, 
heisst ein System solcher Ausdrücke, f^^ (r = 0, . . ., /), wo /+ 1 ^ 1 ist, heissen 
die Bestandtheile des Systems. 

Zwei verallgemeinerte im Bereiche s normale Differentialav^drücke (No. 1 III) 
werden ähnlich genannt, wenn dieselben im Bereiche s unzerlegbar, von 
derselben Ordnung und demselben determinirenden Factor sind, und wenn 
die zugehörigen in dem Bereiche s regulären Differentialausdrücke gleich 
Null gesetzt, Differentialgleichungen liefern, bei denen in jedem Punkte 
— bei einem ß-blättrigen Windungspunkte von s (Ä ^ 1) bei x — a nach 

- 1 * 

Substitution von {x—ay ^X^t entsprechend bei a? = oo, wo a? = j gesetzt 

wird — die Wurzeln der Exponentengleichung der einen sich mit den 
Wurzeln derjenigen der anderen so paaren lassen, dass die Wurzeln in 
jedem Paare sich höchstens um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Zwei Systeme verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential- 
ausdrücke heissen ähnlich, wenn dieselben gleich viele Bestandtheile ent- 
halten und die Bestandtheile von derselben Stelle ähnlich sind. 

11* 
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Es besteht der Satz (vergl. Abb. Bd. 122 No. 1 II B b): 

Wenn ein in dem Bereiche s regulärer Differentialansdruck durch 
ein System (3.) darstellbar ist, so müssen die Bestandtheile im Bereiche s 
regulär sein. Daraus folgt, wenn ein verallgemeinerter im Bereiche s nor- 
maler Differentialansdruck mit dem determinirenden Factor £2 durch ein 
System (3.) darstellbar ist, so müssen die Bestandtheile verallgemeinerte im 
Bereiche s normale DifFerentialansd rücke mit demselben determinirenden 
Factor i2 sein. 

Die Sätze, welche in Abh. Bd. 96 No. 8 (vrsprünglich in Abh. Bd. 83 No. 7J 
in Bezug auf Systeme normaler Differentialausdrücke gegeben sind, und die 
zugehörigen Beweise lassen sich auf Systeme verallgemeinerter im Bereiche s 
normaler Diff^erentialausdrücke übertragen. 

Diese Uebertragung jener Sätze entspricht derjenigen Uebertragung 
derselben, welche in Abh. Bd. 96 No. 9 auf Svsteme bei einem Punkte nor- 
maier Diflferentialausdrücke, in Abh. Bd. 121 No. 5 auf Systeme normaler 
Eleraentardifferentialausdrücke und in Abh. Bd. 122 No. 1 IL B. b) auf Systeme 
im Bereiche s normaler Differentialausdrücke stattgefunden hat. 

Es werden zunächst die den beiden Hülfssätzen in Abh. Bd. 96 No. 8 ILA. 
entsprechenden Sätze durch das den dort angegebenen Beweisen entsprechende 
Verfahren hergeleitet. Nachdem diese beiden Sätze bewiesen sind, werden 
die in Abh. Bd. 96 No. 8 II gegebenen Sätze mit Beweisen übertragen (vergl. 
Abh. Bd. 122No. lILB.b). 

Für das Folgende werden nachstehende Sätze angeführt: 

A) Ein homogener linearer Differentialausdruck F„,(ff,s,x) sei durch 
ein System ^Pu{y,s,x) = y^, Pm-N^yi^s, x) darstellbar, wo die Differential- 
ausdrücke ^^, F„,_y s und X rational in den Coefficienten enthalten. ^^ sei 
ein System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke, 
dieselben können als unzerlegbar vorausgesetzt werden, F„, ^v s^i entweder 
nuUter Ordnung oder F„_jf nicht durch ein System (3.) darstellbar, an dessen 
Spitze ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdruck 
steht. Enthält F« = die Integrale von v^ = 0, wo t// ein unzerlegbarer 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdmck ist, so ist ^^ 
auch durch ein solches System verallgemeinerter im Bereiche s normaler 
Differentialausdrücke darstellbar, an dessen Spitze yj steht, und hierauf folgt 
ein System ähnlich dem ursprünglichen Systeme für 0^, nachdem aus dem- 
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selben ein bestimmter y; ähnlicher Bestandtheil herausgenommen ist. (Ent- 
spricht Abb. Bd. 96 No. 8 II B. a.) 

B) Ein homogener linearer DifFerentialausdrnck F„ (y, s, x) sei durch 
ein System verallgemeinerter im Bereiche s normaler DifFerentialausdrücke 
darstellbar. Enthält F„ = die Integrale von V^ = 0, wo V' ein im Bereiche 
8 unzerlegbarer Differentialausdruck ist, so ist yf ein verallgemeinerter im 
Bereiche s normaler Differentialausdrnck. (Entspricht Abb. Bd. 96 No. 8 II. B c.) 

C) 4>^(y,s,x) und ^«(y, «, a?) seien Systeme unzerlegbarer verall- 
gemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrucke und m-ter bez. n-ter 
Ordnung, die Integrale von ^^ = und V^ = bei einem Zweige von s 
und daher bei jedem seien linearunabhängig. Diese Integrale werden in 
einer homogenen linearen Differentialgleichung vereinigt, deren Differential- 
ausdruck ist *m(y* *5 ^) = yu y^niüi^ *^ ^)- Hier ist tp^ ein V^ ähnliches System 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke. (Entspricht 
Abb. Bd. 96 No. 8 II C a.) 

D) ^^(y,8,x) und ¥^„(y, «, o:) seien Systeme verallgemeinerter im 
Bereiche s normaler DifferentialausdrUcke, deren Bestandtheile als unzerlegbar 
vorausgesetzt. Wenn dann nicht ein Bestandtheil von ^^ einem von ^^ 
ähnlich ist, so sind die Integrale von ^, = und ^n = bei demselben 
Zweige von s linearunabhängig. (Entspricht Abb. Bd. 96 No. 8 IL D a.) 

III. Die Definition der canonischen Form eines homogenen linearen 
Differentialausdruckes, die in Abb. Bd. 96 No. 10 fUr einen solchen mit 
rationalen Functionen von x als Coefficienten gegeben ist, bleibt ebenfalls 
unverändert, wenn die Coefficienten rational x und s enthalten und verall- 
gemeinerte im Bereiche s normale DifferentialausdrUcke in Betracht kommen. 

Wenn die Connexdifferentialgleichung einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit in x und s rationalen Coefficienten einen Diffe- 
rentialausdruck hat, der durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist, so ist der Differentialausdruck der ursprünglichen Differential- 
gleichung durch ein System im Bereiche s normaler Differentialausdrücke 
darstellbar (Abb. Bd. 122 No. 1 III). Enthält nun der Differentialausdruck 
dieser Connexdifferentialgleichung mehrere canonische Bestandtheile (ein 
solcher Ausdruck ist in Abh. Bd. 121 No. 3 gebildet), so muss auch der 
Differentialausdruck der ursprünglichen Differentialgleichung mehrere 
canonische Bestandtheile enthalten. 
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IV. Auch die in Abh, Bd. 96 No. 8 III. aufgestellten Sätze über 
reciproke Differentialausdrucke mit Beweisen lassen sich übertragen. 

Man kann auch entsprechend dem in Abh. Bd. 122 No. II. C) Ge- 
sagten verallgemeinerte in dem Bereiche s bei einem Punkte x normale 
Differentialausdrücke definiren und die Sfitze Abh. Bd. 96 No. 9 L, II. A) über- 
tragen. 

V. Gleichfalls behält der in Abh. Bd. 122 No. 2 IV. B) angegebene 
Satz mit Beweis seine Gültigkeit: Eine homogene lineare Differential- 
gleichung m-ter Ordnung sei eine solche, in welcher ein System verall- 
gemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke gleich Null gesetzt 
ist. Aus dem Integrale derselben und seinen m— 1 ersten Ableitungen wird 
homogen und linear mit Coefficienten, welche rationale Functionen von x 
und 8 von der 1. c. angegebenen Bedingung sind, ein Differentialausdrnck 
gebildet. Dieser ist das Integral einer homogenen linearen Differential- 
gleichung m-ter Ordnung, deren Differentialausdruck durch ein System ver- 
allgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke gegeben wird. 

4. 

Allgemeine Eigenschaft der im Bereiche einer algebraischen Function regulären Differentialausdrucke. 

Es soll die allgemeine Eigenschaft eines im Bereiche der algebraischen 
Function s regulären Differentialausdruckes, welche Form derselbe nach 
No. 2 auch haben möge, nachgewiesen werden, dass die Summe der Wurzeln 
aller Exponentengleichungen bei den singulären Punkten im Endlichen und 
Unendlichen ganzzahlig ist; diese ganze Zahl wird zugleich bestimmt. 

Wenn die Coefficienten in dem Differentialausdrucke F„,(!(^«5 i^,) niit 

dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 auf die Form }:'*^^ 

gebracht sind, wo H und K ganze rationale Functionen der eingehenden 
Variablen ohne gemeinsamen Theiler in x sind, so sind die singulären 
Punkte von F^(y,s,x) diejenigen, in denen die Nenner K(x) in den Coefficienten 
verschwinden, die Punkte, in denen die Discriminante der Gleichung von s 

verschwindet und der Punkt a? = oo. Der Coefficient von 3-— r sei durch 

Pi(s,x) bezeichnet, die Gleichung für s ist a-ten Grades, so ist 
(1.) p,(s, x) = f,{^x^)s^-'^f,{x)s^-'+...+fXx), 

wo die f(x) rationale Functionen von x sind. Die Summe der gleich hohen 
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Hier wird für f wieder (x^-by gesetzt, und so ergiebt sich aus (4.) für p^ die 
Entwickelung 

(6.) p.(,, X) = -^^^[^^^^(R-i)+k„+I;K(x~bfY 

Aus der Entwickelung von s nach Potenzen von S = (a:— 6)^ gehen die R 



1 o .Ä' 



Zweige hervor, wenn (x—bYe ^(Ä' = ,..., ß— 1) für ^ gesetzt wird, da- 
her erfolgt aus (6.) 

(7.) ip.(^z,a:)==-i-^{?'^^^^ 

a 

Im ganzen ergiebt sich also bei x=:b, dass JSpx(si^x) in a; = 6 höchstens 
in erster Ordnung unendlich wird. 
B) Bei dem Punkte a: = oc. 

Es wird a? = t gesetzt, F„, (y, «, x) = \^) Fl (y, s, t). Der Coeffi- 

cient von , J^ in Fl, sei ;[;'i. Dann ist 

(8.) {^Pi(s, x)\^^^_, = m(m- !)-<;>;(«, 0- 

« ist gleich xV geniäss No. 2 I. 

«) Eine bei / = einwerthige Function von / sei ein Zweig »i von 8\ 

pl('~'*l?0 wird in < = wegen der Regularität von F^(y,s^x) bei 
X = cx> höchstens in erster Ordnung unendlich. Daher hat tp[(si^t) eine 

Entwickelung der Form 2:cJ^j also a:p,(«i,ir) bei a; = oo eine Entwickelung 

der Form I; k[x'\ 

ß) Eine bei / = ß-werthige Function von / enthalte R Zweige von s. 

Es wird f^ = t gesetzt, FL(y, ^, = (fl^'^^GUy, s, ^). Der Coeffi- 
cient von , w^_t in Gl, sei durch ^1 bezeichnet. Derselbe wird 

(9.) q\^\{-^^a-RHR^y]- 

9I, in welchem die Entwickelung von s nach Potenzen von ^ mit positiven 
ganzzahligen Exponenten steht, wird höchstens in erster Ordnung unendlich» 
Daher hat qX eine Entwickelung der Form 

(10.) q[^ =- kU I k'X\ 
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Wenn X> durch (^ ersetzt wird, so folgt aus (9.): 

(11.) /picrv, = -l{-^<^(fi-i)+A;,+i*U^). 

Demnach ergiebt sich aus (8.) 

(12.) a:p.(*,x) = m(m-l)-|{^^-2^(Ä-l) + 

Aus (12.) erhält man bei den R Zweigen Si von s, die in dem A-blättrigen 
Windungspunkte zusammenhängen, die Entwickelung von xpx(ßi^x)^ wenn 






x'^ e '^ (ß' = 0, ..., ß— 1) an Stelle von x'^ gesetzt wird. Daraus folgt dann 
(13.) Ixp,(ix,x) = Äm(m-l)-{''^^^\Ä~l)+*;+ 

a 

Im ganzen ergiebt sich aus a) und /?), dass 2!pi(ßx^ x) bei a; = oo eine Ent- 

1 • 
Wickelung der Form -J^c^x"^ hat. 

X (j 

C) Aus A) und B) folgt durch Partialbruchzerlegnng der rationalen 
Function (3.) die Darstellung 

(14.) ip,(,„x)=-^^Y» 

1 a? — Cfl 

WO Ca die sämmtlichen singulären Punkte von F„,(jfySyx)=^0 im Endlichen 
sind, die a^ Constanten. Daraus ergiebt sich 

(15.) 2;{(a:-Oipi(»„a:)| -\x 2:p,(s^,x)\ =0. 

II. In der Relation (15.) werden nun die einzelnen Theile vermittelst 
der Summen der Wurzeln der Exponentengleichungen ausgedrückt. 
Wenn in der Differentialgleichung 

'ie Coefficienten p bei einem Punkte x = c einwerthig und abgesehen von 
? = c stetig sind, und p^^x) höchstens in a-ter Ordnung in c unendlich wird, 
> ist die Exponentengleichung bei x =^ c 

(11) ^ ^(^"^)---(^-'^+^)+((^-^)/^0x=cr(r--l)...(r--m+2)+... 

r die Summe S der Wurzeln dieser Gleichung erhält man also 

(18.) ((^-c)p.),=c---^-V- =-«• 

urnal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 2. 12 
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A) a) Bei einem Punkte a„ in I. A) a) und einem Zweige si sei die 
Summe der Wurzeln der Exponentengleichung durch S^x bezeichnet, so er- 
giebt sich bei diesem Punkte 

(19.) fc-a,)ip,(.„a:)l ^ ^a'^^^-is«,. 

ß) Bei einem Punkte b^ in I. A) ß) und einer einwerthigen Function 
8x und S als Summe der Wurzeln der Exponentengleichung besteht 

(20.) {(.x-b,)p,(,,, x)}.=,^ = ^^^^-S. 

Bei demselben Punkte und einer A-werthigen Function, welche R 
Zweige Sx enthält, (R > 1) ergiebt sich Folgendes: 

Die Summe der Wurzeln der Exponentengleichung in G^(y,s,t) s^i 

durch T bezeichnet. Dann ist, wenn q^ der Coefficient von .^^,^ in G,^ ist, 

(21.) |^^.}^^„=«(!^_r. 

Aas (7.) folgt weiter 

{(:r-6,)ip.(*.,x)}_^^ = '<^f^(R-l)+{^q,]^^„ 

Durch Addition der Ausdrücke (20.) und (22.), die sich auf den Punkt 6^ 
beziehen, erhält man dann bei diesem Punkte 

(23.) {(a:-6jip,(*,,ar)}_^^ = a^-^^^ 

B) a) Bei ^ = y ? ' = erhält man nach I. B) a) bei einer einwerthigen 

Function s'x als Zweig von «', wenn die Summe der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von Fl(y, f^s^ t^ = durch S' bezeichnet wird 

(24.) {tp\(t-'s\, 0},=.. = "*-%" -^ -S'. 

Daraus folgt gemäss (8.) 

(25.) {xp,(sx, x)U^, = <!^-"l^ + S'. 

ß) Bei einer ß-werthigen Function, welche fi-Zweige von *' enthält 
(R > 1), ist nach I. B) /?), wenn die Summe der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von GlXVf *^ ^) = durch T bezeichnet wird, 

(26.) {C9;};=o=^^-V^-r. 
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Ferner folgt aus (13.) 



(27.) 



= ßK!^^y.^ 



Durch Addition der Ausdrücke (25.) und (27.), die sich auf a; = oo beziehen, 
erhält man bei diesem Punkte 

(28.) {x^p^s,, x)]^^^ = ^ m(m^^l) ^^g.^^y.^ 

C) In die Gleichung (15.) werden nun die Ausdrücke (19.), (23.), 
(28.) eingesetzt, so ergiebt sich das Resultat: 

Die Differentialgleichung F^ (y, «, a:) = 0, worin F^(y,8,x) ein im 
Bereiche s regulärer Differentialausdruck ist, besitze x singulare Punkte im 

0? = y , F« = \-^) F^\ 

seien die Exponentengleichungen aufgestellt, und zwar erstens bei jeder bei 
dem betreffenden Punkte einwerthigen Function als Zweig von *, zweitens 
l)ei jeder ß-werthigen Function, welche R Zweige von s enthält (ß >> 1), 

- 1 - 

nachdem bei a: = c (x—cY = X> gesetzt ist (bei a? = y , /'* =^). Die Summe 

der Wuneln aller dieser Exponentengleichungen ist gleich a ^ — -(x—1). 
Bei einem nicht singulären Punkte im Endlichen ist die Summe der Ex- 
ponentengleichungen bei den a Zweigen von s gleich a '^ o"^ • Treten also 

noch x' nichtsinguläre Punkte im Endlichen hinzu, so ist die Summe der 
Wurzeln der Exponentengleichungen bei ;tf+;f' Punkten im Endlichen, unter 

denen sich die singulären befinden, und bei a: = oo gleich a ^^^*"~ \ x+;g — 1). 
(Vgl. Abh. Bd. 96 S. 262.) 

5. 

GruppiruDg der fundamentalen determinirenden Factoren und der Wurzeln der zugehörigen 

Exponentengleichungen. 

I. A)a) In dem DiflFerentialausdrucke F^(y,x)j nämlich 

Sollen die Coefficienten p bei dem Punkte x=^ a einwerthige und abgesehen 

12* 



(2.) 
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von diesem Punkte stetige Functionen von x sein, die für x == a höchstens 
in endlicher Ordnung unendlich werden. Wird e^'^F^ify, x) gesetzt, 

-^ = z, so sind die Coefficienten der Differentialquotienten ganze rationale 

Ausdrücke von z und seinen Ableitungen, m? sei gleich Null oder von der 

mm 

Form 2; c^a(^ -«)""• Wenn alsdann in e-"'F^(e''y,x) der charakteristische 
1 

Index bei x = a kleiner als die Ordnung m ist, so heisst e"^ ein fundamen- 
taler determinirender Factor von F^(y,x) bei x = a. In c~''F,„(e'"y, a?) sei 

der Coefficient von 3— r-? durch q. bezeichnet, der charakteristische Index 

gleich h. Die Gleichung 

r(r-l)...(r-(fii-A)+l) + {^'-tl(a:-.a)| r(r-l)...(r-(m-~A)+2)+ ... 

ist die zu dem fundamentalen determinirenden Factor gehörende Exponenten- 
gleichung (Abh. Bd. 96 No. 3). 

b) F«(y, x) sei durch das System 

(3.) /^m-tC», iP) = »1, ACyi, ^) 

dargestellt, wo F^_i, /i homogene lineare DifferentialausdrUcke mit dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, deren Coefficienten bei o: = a 
einwerthige und abgesehen von diesem Punkte stetige Functionen von x 
sind, die in o; = a höchstens in endlicher Ordnung unendlich werden. 

Aus e""F,S.e'"y,x) folgt 
(4.) e-''F„,.,(ie-y, x) = y\, e'^nieryu x). 

Es besteht der Satz: Ein fundamentaler determinirender Factor von F„^(y,x) 
bei x = a ist auch ein fundamentaler determinirender Factor von wenigstens 
einem der Bestandtheile in (3.) und umgekehrt. Die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von e~'^F^_j,(e'^y,x) und diejenigen der Exponenten- 
gleichung von 6""'/it(e"'y, x), letztere, nachdem zu denselben eine ganze Zahl 
addirt ist, bilden zusammen die Wurzeln der Exponentengleichung von 
e-'^F^^e'^y.x). 

Dasselbe gilt bei a; = 00, wo x = - gesetzt wird. In e'" ist dann 
tr = oder von der Form 2:c^x\ (Abb. 13d, 96 No. 3.) 
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c) Die Anzahl der Wurzeln sämmtlicher zu den fundamentalen deter- 
minirenden Factoren von F„,(ti^x) bei demselben Punkte x=^a (bez. a? = oo) 
gehörenden Exponentengleichungen ist gleich oder kleiner als die Ordnung m 
(Abh. Bd. 96 No. 4 II). Die Aufsuchung der fundamentalen determinirenden 
Factoren geschieht nach Abh. Bd. 96 No. 4 1. 

B) Der homogene lineare Differentialausdruck fmCn^^y^) w-ter Ordnung 
enthalte $ und x rational in den Coefficienten, der Coefficient der höchsten 
Ableitung sei gleich 1. Es werde der Ausdruck £2~^f^(£2y,8,x) gebildet, 

S2 = ef^^''"^^^ wo g(8, x) die Form hat, welche in No. 1 III A bestimmt ist. 
g{8y x) sei durch ä bezeichnet. 

a) Bei irgend einem Punkte a; = a im Endlichen sei eine einwerthige 
Function von x ein Zweig von s. Wird die Entwickelung von « in g(syx) 
eingesetzt, so sei der Theil von a, der die Potenzen von (x — a)~^ mit 
Exponenten > 2 enthält, durch ssi bezeichnet (a^ = 0, wenn solche Potenzen 

nicht vorkommen), der übrige Theil durch ss^- ef'*"^ hat eine Entwickelung 
der Form (x—aj ^c^(x-ay. Daher ist der charakteristische Index bei x = a 

in e'f'''^f^(ef'''^y,8,x) derselbe, wie in e-f'^ U(ef'^y,s,x). Damit dieser 

in letzterem Ausdrucke kleiner als die Ordnung m ist, muss also *i = j~ 

sein, wo e*' ein fundamentaler determinirender Factor von /„,(!^^ ^y ^) bei a; = a 
und dieser Entwickelung von s ist. 

Bei x = a sei eine ß-werthige Function von x (Rz> 1), welche R 

Zweige von s enthält, {x—ay = ^. Für s wird die Entwickelung nach 
Potenzen von t, mit positiven ganzzahligen Exponenten gesetzt; /,„(y, «, (r) = 

\dl) 9m{yy^9^)^ i2 = e/^^*'*^rfC''S Alsdann sei wieder der Theil von g(syx)^^ 

welcher die Potenzen von ^"^ mit Exponenten ^ 2 enthält, durch «i be- 
zeichnet, der übrige durch ^2. Damit der charakteristische Index in 

Q'^g^^Sly, 8y ^) bei ^ = kleiner als m ist, muss «i = ^ s^n, wo c*" ein 

fundamentaler determinirender Factor bei ^ = von g^iy^^y^ ist. 

b) Bei x== ^, 

^ = 7, A(»,',^) = O"7U»,*,0; * = xV gemäss No. 21; Q^eM^''^. 
s sei ein bei ( = einwerthiger Zweig. Der Theil von g(s^x)-T7 = g'($yt)^ 
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der die Potenzen von C^ mit Exponenten ^ 2 enthält, sei dnreh «1 bezeichnet, 
der übrige Theil durch »i. Damit in S2~^fi(^Qy,s,t) der charakteristische 

Index bei ( == kleiner als m ist, mnss ss' =^ -r- sein, wo 6"° ein fundamentaler 

dt 



determinirender Factor von f,^(y, e, t) bei ( = ist. 

R Zweige *' seien bei / = in einer bei ( = Ä-werthigen Function 



Ä>1 enthalten; (^ = ^. Für #' wird die Entwickelung nach Potenzen von S 

/ dt \ — "• 

mit positiven ganzzahligen Exponenten gesetzt; f^{y, s, = v^>) gKh» ^> ?)? 

i2 = c*^^^**'^^"*^. Der Theil von ^'(*, /)^, welcher die Potenzen von S""* mit 

Exponenten ^ 2 enthält, sei durch z\ bezeichnet, der übrige durch «2- Damit 
der charakteristische Index in i2~*^'^(i2y, «^) bei ^ = kleiner als m ist, 

muss »1 = -Tv sein, wo e"^ ein fundamentaler determinirender Factor bei ^ = 

dQ 

von g'^{y, s, g) ist. 

C) Die homogenen linearen Differentialausdrücke 0^(y,8,x) m-ter 
Ordnung und V^(y, s, x) n-ter Ordnung enthalten s und x in den Coefficienten 
rational, der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Bei x = a sei 

ein ß-blättriger Windungspunkt in «; (x—ay =^. 

Dann geht das System 

(6.) *„. (y, s,x) = y^, V', {y, $, x) 

über in 

(dxW^ f / dx\^^ \ 

gehen aus denen der Exponenteugleichung von %(yy s, ^) hervor, wenn zt 
diesen eine ganze Zahl, f»(ß — 1), addirt wird. Entsprechend bei x=^o 

nach Substitution von a: = y • 

IL A) Der Differentialausdruck F^^y, s, x) M-ter Ordnung sei dur 
das System darstellbar 

(8.) fdy,s,x)==y,, fa,{yu9,x)^y,, ..., fa,(yn8,x), 

wo fa^(jyfS,x) (r = 0, ...,/) ein verallgemeinerter im Bereiche s norm 
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III. Bei einem vorgelegten linearen Differentialausdrucke Fy(y, $, x) ist 
zu untersuchen, ob dieser sich durch ein System (8.) darstellen lässt. 

Die singulären Punkte von Fj,/(y, s, x) sind, wenn die Coefficienten 

der Differentialquotienten in Fj^ auf die Form -^f^ gebracht werden, wo 

H und K ganze rationale Functionen der eingehenden Variablen ohne ge- 
meinsamen Theiler in x sind (der Coefficient der höchsten Ableitung ist gleich 1), 
die Punkte, in denen die Nenner K{x) verschwinden, die Punkte, in 
denen die Discriminante der Gleichung von s verschwindet, und der Punkt 
a: = oo. Bei den singulären Punkten und den Entwickelungen von s — bei 

einem Ä-blättrigen Windungspunkte bei a; = a tritt (a?— «)^ = ^ ein, ent- 
sprechend X = - bei o: = oo — werden die fundamentalen determinirenden 

Factoren von Fj^y^s^x) und die zugehörigen Exponentengleichungen aufgestellt. 
(Abh. Bd. 96 No. 4). Dieses gilt auch, wenn s in F^ fehlt (vergl. No. 10); 
alsdann sind, sobald die Zerlegung durch ein System (8.) in Betracht ge- 
zogen wird, die singulären Punkte die vorhin definirten Punkte. 

A) Um den determinirenden Factor i2^ in einem Bestandtheile /^ 
in (8.) zu bilden, ist nun in folgender Weise zu verfahren. 

Bei einem nicht singulären Punkte ist in Fji/(y, «, x) bei jeder Ent- 
wickelung von s der einzige fundamentale determinirende Factor gleich 1, 
also (II. B a) auch in f^^- ^^ ^^^ Ausdrucke für i2^ (s. No. 1 III. A) bei 
f,^ kann daher unter den in No. 1 (2.) mit a bezeichneten Punkten kein 
nicht siugulärer Punkt von Fj,(y, s, x) sein, weil ä„(«) (No. 1 (2.)) nicht für 
die o in diesem Punkte unter einander verschiedenen Werthe von s ver- 
schwinden kann (vergl. I. B a). Um also i2^ zu bilden, sind bei den singulären 
Punkten von Fj^fiy, s, x) im Endlichen und bei a? = oo bei den Entwickelungen 
von 8 die fundamentalen determinirenden Factoren von Fj,(y, s, x) aufzustellen, 
und es ist bei jedem der singulären Punkte und jeder Entwickelung von s 
einer dieser fundamentalen determinirenden Factoren herauszunehmen (II B a). 

Dann ist zuzusehen, ob sich S2 von der Form e>^''^^''' (No. 1 III. A) mit 
Theilen No. 1 I, welche sich auf die singulären Punkte von F^ beziehen, 
bilden lässt, so dass dieser Ausdruck nach I. B) an jeder Stelle den vor- 
geschriebenen fundamentalen determinirenden Factor liefert. Diese Aufgabe 
wird in No. 6 behandelt. Die auf diese Weise sich etwa ergebenden Aus- 
drücke i2 sind in endlicher Anzahl k vorhanden und bilden zunächst die 
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möglichen Ausdrücke für die determinirenden Factoren in den Bestand- 
theilen (8.). 

B) Ans den ermittelten Ar verschiedenen Ausdrücken 12 sind diejenigen 
zasammenznstellen, die in einem Systeme wie (8.) zusammen vorkommen 
können. Dazu müssen die Bedingungen IL B) a) und b) erfüllt sein. 

Aus den k Ausdrücken S2 werden alle diejenigen Combinationen mit 
Wiederholung von M Elementen gebildet — entsprechend den Ordnungen 
der Bestandtheile in (8.) — , welche die Beschaffenheit haben, dass bei jedem 
singulären Punkte von Fj^ und jeder Entwickelung von * alle aus Fj^ er- 
haltenen fundamentalen determinirenden Factoren vertreten sind (II. B a), 
ferner dass jeder fundamentale determinirende Factor so oft vorkommt, als 
der Grad der zugehörigen Exponentengleichung aus F^ beträgt (IL B b). 

Nur Combinationen der S2 von dieser Eigenschaft sind zulässig. Eine 
solche Combination von M Elementen sei genommen und in Abtheilungen 
getheilt, so dass jede Abtheilung die übereinstimmenden 12 enthält. 

IV. A) Nun kommt der Satz aus No. 4 zur Anwendung zur Ver- 
theilung der Wurzeln der zu den fundamentalen determinirenden Factoren 
bei den singulären Punkten von F^f gehörenden Exponentengleichungen auf 
die Abtheilungen der vorhin genannten Combination der 12. 

Bei dem im Bereiche s regulären Ausdrucke /, der zu jedem Bestand- 
theile in (8.) gehört, ist nach dem Satze in No. 4 die Summe der Wurzeln der 
Exponentengleichungen bei Punkten im Endlichen, unter denen die singu- 
lären Punkte von f sind, und bei x = oo und allen Entwickeluugen von s 
ganzzahlig. Unter den singulären Punkten im Endlichen von / seien solche, 
welche in F^ nicht singulär sind, so hat der zu f gehörende determinirende 
Factor i2 an jener Stelle die Entwickelung ^Cfl(a!— «)" (III A), daher sind 

an derselben Stelle die Wurzeln der P]xponentengleichung von / ganz- 
zahlig (II B) b). Es bleibt also derselbe Satz gültig, wenn derselbe bei 

/ auf die singulären Punkte von F^ bezogen wird, ebenso wenn die Summe 
auf die im Bereiche s regulären Ausdrücke in allen Bestandtheilen in (8.) 
mit übereinstimmendem S2 ausgedehnt wird. 

Es folgt bei einem Bestandtheile aus (8.) fXy9^9^) — ^h{^''^yy^9^) 
aus dem in I. B) Gesagten, dass bei einem singulären Punkte x = a von F^ 
und einem einwerthigen Zweige von e der Theil von i2, der in I. B) durch 
«•'***'' bezeichnet ist, den fundamentalen determinirenden Factor e''' von /« 
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bildet (vergl. (10.)), der Theil, welcher durch e/^'*^ bezeichnet ist, die Ent- 

OD 

Wickelung (jj—a)* 2^ c,(aj — a)\ Mod. c„^0, hat. Sind die Wurzeln der 

Exponentengleichung von ^, ri bis r^, so sind also die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von e'^'f^ieTy^ s, x), die zu dem fundamentalen deter- 

minirenden Factor e"^ von f^ gehört, r^ + e^ r^+e bis r„+6. Ebenso ist es 

1 

bei einem ß-blättrigen Windungspunkte, wo (x—a)'^ = 'l^ eintritt, und ent- 
sprechend bei a: = oo, ar = - gemäss I. B). 

In (8.) sei S2 in mehreren Bestandtheilen übereinstimmend, die Bestand- 
theile seien durch £2h(S2~^y,8,x) bis £2^^ (Sl'^y^s^x) bezeichnet, wo 
«o)» ^(2) ^t^- ^'^ Ordnung angiebt; die Wurzeln der Exponentengleichung 
von fa seien r{*^ bis r J*] . Dann sind die Wurzeln der zu dem vorhin genannten 
fundamentalen determinirenden Factor e'" in diesen Bestandtheilen gehörenden 
Exponentengleichungen rj'^+f, ...,rJJ}^4f ; rf^+a, ...,^^,^4*«; bis r{H^ •• -1^1(1)+ ^• 

Es müssen daher 0(1) + 0(2) H l-ci(/) Wurzeln der Exponentengleichung 

aus Fj/, die zu diesem fundamentalen determinirenden Factor e"^ gehört, nach- 
dem zu denselben — « addirt ist, mit den vorhin genannten Grössen r[^\ •••j^ajn 

bis ri'\ ..., ^a?,j abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen übereinstimmen 
(II. B) b). 

Nun giebt es bei jedem singulären Punkte von Fj^ und jeder Ent- 
wickelung von s unter den Wurzeln der Exponentengleichung, welche zu 
dem aus S2 hervorgehenden fundamentalen determinirenden Factor in F^ 

gehört, a(,)H f-ci(/) von der vorhin genannten Eigenschaft, dass sobald die 

bezügliche Grösse —«, welche an jener Stelle durch £2 geliefert wird, hinzu- 
addirt ist, dieselben abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen mit den 

Wurzeln der Exponentengleichungen aus f^ bis /^„^ übereinstimmen. Die 

Summe dieser Werthe ausgedehnt über alle singulären Punkte von F^ ist dann 
gemäss dem Salze in No. 4 ganzzahlig. 

Nachdem also eine Combination von Mii aus III. in Abtheilungen mit 
gleichem i2 getheilt ist, müssen die Wurzeln der Exponentengleichungen, die zu 
den fundamentalen determinirenden Factoren bei den singulären Punkten von 
Fja gehören, sich so vertheilen lassen, dass auf jede Abtheilung Wurzeln 
von der vorhin angegebenen ICigenschaft kommen. Wurzeln, die sich nur 
um eine ganze Zahl unterscheiden, sind hierbei zunächst gleichberechtigt; 
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bei dieser Vertheilnng wird man zuerst diejenige Abtheilung behandeln, 
worin die geringste Anzahl der £2 vorkommt. 

Alle diejenigen Combinationen von M Grössen Q, bei welcher die vorhin 
genannte Vertheilung der Wurzeln der Exponentengleichungen thatsächlich statt- 
gefunden hat, sind der weiteren Rechnung (No. 7, No. 8) zu Grunde zu legen. 
Nur eine einzige dieser Combinationen kann einer Darstellung von F^ durch 
ein System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke, nach- 
dem die Bestandlheile mit übereinstimmenden determinirenden Factor en zusammen- 
gestellt sind, entsprechen. 

B) Wenn in den Ausdrücken der £2 (No. 1 III. A), die in dem System 
(8.) vorkommen, die Grösse s sich nicht vorfindet — dieses ist der Fall» 
der in Abh. Bd. 122 No. 1 untersucht ist — , so sind die in A) genannten 
Werthe e gleich Null. Dann ergiebt sich zunächst als nothwendig, dass 
die Summen der Wurzeln aller Exponentengleichungen, die zu den funda- 
mentalen determinirenden Factoren aus Fjj bei jedem singulären Punkte und 
jeder Entwickelung von s gehören, diese Summe ausgedehnt über alle singu- 
lären Punkte von F^^, ganzzahlig sein muss. Vergl. Abh. Bd. 122, S. 12. 

Die in III. und IV. gegebene Gruppirung der fundamentalen deter- 
minirenden Factoren und Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen 
bei einem vorgelegten DiflFerentialausdrucke enthält zugleich die ausführliche 
Darstellung des Verfahrens, auf welches in Abh. Bd. 117, S. 199 in Bezug 
auf einen homogenen linearen DifTerentialausdruck mit rationalen Functionen 
von X als Coefficienten, wenn derselbe durch ein System normaler Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar sein soll, hingewiesen ist. 

V. Der homogene lineare Differentialausdruck Fj/(y, s, x\ der x und 
s rational in den Coefficienten enthält, soll sich durch das System 

(110 *if-i(y. »y ^) = Vu A(yi7 9y ^) 

darstellen lassen, wo </^j^_i ein System verallgemeinerter im Bereiche« nor- 
maler Differentialausdrücke ist, /i ein homogener linearer Differentialausdruck 
erster Ordnung mit in x und s rationalen Coefficienten. Letzterer Ditferential- 
ausdruck braucht nicht zu den in No. 1 III. A) definirten zu gehören. Der- 
selbe hat aber auch bei jedem Punkte und jeder Entwickelung von s einen funda- 
mentalen determinirenden Factor, und die zugehörige Exponentengleichung ist 
ersten Grades, wie aus dem in I. B) Gesagten folgt, wenn dort für g(sy x) eine 
beliebige rationale Function von s und x genommen wird. In Bezug auf 

13* 
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die Integration der Differentialgleichung, wenn der Differentialausdrnck darch 
(11.) gegeben ist, besteht kein Unterschied gegen den Fall (8.) (s. No. 10). 
Die Gruppirung der fundamentalen determinirenden Factoren von F^ findet 
wie in III. statt; die Gruppirung der Wurzeln der zu den fundamentalen deter- 
minirenden Factoren gehörenden Exponentengleichungen gemäss IV. kommt 
in Bezug auf ^u-i zur Anwendung. 

Der vorliegende Fall kommt namentlich für die Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in Betracht. 

Ein Beispiel eines Differentialausdruckes erster Ordnung, der nicht 
zu den in No. 1 III. A) definirten verallgemeinerten im Bereiche $ normalen 
Differentialausdrucken gehört, ist dieses: 

Bei 0? = cx) sei « = x^s' nach No. 2 L, es seien dort die a Werthe *' 
unter einander verschieden, /^l. 

Es werde der Differentialausdruck gebildet 

Wenn dieser Ausdruck ^(y, s, x) ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler 

Differentialausdruck wäre mit dem determinirenden Factor 12 = 6*^^^*'*^*'', wo 
g(8yx) ein Ausdruck der Form No. 1 III. A), so müsste S2~^fi(£2y,8,x) ein 
im Bereiche s regulärer Differentialausdruck sein, dieses wäre also der 
Ausdruck 

(13.) ^y + {,(.,,)+ _J_}y. 

Dann kann in dem Ausdrucke g(8, x) keiner der in No. 1 (2.) bis (5.) ge- 
nannten Theile vorkommen (No. 1 IL). Es bleibt also für g(8, x) nur der 

Ausdruck No. 1 (6.). Durch Substitution von x = -- geht (13.) in —fF[(jf, s, t) 
über, wo Kiy^s^t) gleich 

(14.) ^. _(,(.,.)+ jl-j£ 

ist. Wenn g(8y x) s enthält, so wird g(x^s\ x) von der Form 

(15.) K{s)x'^'i'K(s')x^-' + -', 

n^ly wo der ganze rationale Ausdruck Ao(0 höchstens (a— l)-ten Grades 
mit Constanten Coefficienten nicht für alle o verschiedenen Werthe «' bei / = ü 
verschwinden kann. Wenn g(syx) gleich einem Polynom von x P(x\ wo 

P(x) auch Null sein kann, so kommt P(x)-i —^ wo für« die o bei / = 

X ^~' c 
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verschiedenen Entwickelnngen eintreten, in Betracht. Also wird in allen 
Fällen 

nicht bei allen o Entwickelangen von s nur in erster Ordnung für ( = 
unendlich. 

6. 

ErmitteluDg der determinirenden Factoren. 

Nach den Angaben in der vorigen Nummer III. A) liegt hier folgende 
Aufgabe vor. Bei einem homogenen linearen Differentialausdrncke, der x 
und * rational in den Coefficienten enthält, Fjf(jy, s, x) seien bei den singn- 
lären Punkten im Endlichen und bei o? = oo — bei einem A-blättrigen 

Windungspunkte (ß^l) von «bei x == a nach Substitution von (x — ay =S, 

entsprechend bei a: = oo, a: = y — die fundamentalen determinirenden Factoren 

aufgestellt. Dann sei bei jedem dieser Punkte und je einer Entwickelung 
von s einer dieser fundamentalen determinirenden Factoren herausgenommen. 

Nun soll untersucht werden, ob eine Grösse 12 = eJ^^'**^^ sich bilden lässt, 
wo g(8,x) ein Ausdruck von der Form No. 1 III. A) ist mit Theilen No. 1 L, 
die sich auf die singulären Punkte von F^f beziehen, von folgender Eigen- 
schaft: Wenn bei einem singulären Punkte von F^ x=^a eine einwerthige 
Function als ein Zweig von s besteht, und g(s,x) nach Potenzen von x—a 
entwickelt ist, der Theil dieser Entwickelung, welcher die Potenzen von 

(x—a)"^ mit Exponenten ^2 enthält, mit Z bezeichnet wird, so soll ^ = 5— 

sein, wo e" der gewählte fundamentale determinirende Factor aus F^ bei 
x = a und dieser Entwickelung von s ist. Wenn bei einem singulären Punkte 
von Fm X = a eine Ä-werthige Function R Zweige von s enthält (R > 1) 



- dx 

und (x—ay =^ gesetzt, alsdann 9(s,x)j^ nach Potenzen von t entwickelt 

ist, und der Theil dieser Entwickelung, welcher die Potenzen von f^ mit 
Exponenten ^ 2 enthält, mit Z bezeichnet wird, so soll Z = -^ sein, wo &" 

der gewählte fundamentale determinirende Factor aus F^ ist, nachdem (x-ay = ^ 
gesetzt und diese Entwickelung von s genommen ist. Entsprechend bei 

x = 00, nachdem x = - gesetzt ist. 
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I. Ein singulärer Punkt von F^^y, s, x\ in dem die Discriminante 
der Gleichung von s nicht verschwindet, sei x=^ a. 

Die a in 0? = a von einander verschiedenen Zweige von s seien 

A 

(1.) Si = Sx+£C^a^(x-ay (A=l,...a). 

In Fj/(y, «, x) sei 8 = 8x gesetzt, aus F^(jg, s, x) seien die fundamentalen deter- 

n 

minirenden Factoren d" ermittelt, tr = oder von der Form 2^c_rt(a:— fl)~^ 

^ = «. Einer derselben sei herausgenommen, durch e"'* bezeichnet, -j^=*a 

(il= 1, ..., a). Dann soll in gißx^x) der Theil der Entwickelung, welcher 
die Potenzen von (x—a)"^ mit Exponenten ^2 enthält, gleich »i sein und 
ausfallen, wenn «i= ist. Hierdurch wird in dem Ausdrucke g(8y x) No. 1 I. 
der Theil No. 1 I (2.) 

bestimmt, oder ersehen, dass dieser Theil ausfällt. Wenn in k^is)^ welches 
ein Polynom von s höchstens (a— l)-ten Grades mit constanten Coefficienten 
ist, nicht alle Constanten verschwinden, so kann Äo(Sa) (i=l, ..., ö) nicht 
für alle Werthe l verschwinden, da die Sx (i = 1, ..., o) unter einander ver- 
schieden sind. Hieraus folgt, dass, wenn alle ii (A = 1, ..., a) gleich Null 
sind, der Theil (2.) in g(8^ x) nicht vorkommt. Sind nicht alle zx (i= 1,..., o) 
gleich Null, so seien die Zx (i = 1, ..., a) auf die Form 

(3.) -Z y-ia (iP — «)"" a = l,...,a) 

gebracht, wo die y_x^ (i = 1, ..., a) nicht alle verschwinden, und bei «a = 
die y_;fl = sind. Dann kann in (2.) r nicht kleiner als y. sein, und nicht 
grösser, weil Kiß^ nicht für jedes l (i=l, ..., a) verschwindet. In (2.) 
ist also r = ;r. Die Constanten in Ao(«) sind eindeutig bestimmt und ergeben 
sich als nicht alle gleich Null aus 

Die Constanten in h^{i) sind eindeutig bestimmt aus 
Die Constanten in hi{e) sind eindeutig bestimmt aus 
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n. 8. w bis zu A«.2(0 ^^ ergeben sich also die Constanten in (2.) eindeutig 
bestimmt, und die fllr g(SyX) gestellte Bedingung ist erfüllt. 

II. Ein singulärer Punkt von P^iy^ ^, ^)) in dem die Discriminante 
der Gleichung von s verschwindet, sei x = 6. 

Bei einem Ä-blättrigen Windungspunkte bei x = 6 (Ä ^ 1) wird 



(x—by =t gesetzt, s hat eine Entwickelung der Form ^Ca^'. Fj,,(y, s, x) = 
\dty ^^^y> ** Ö' ^^^ ^m(jIj ^, '0 sind die fundamentalen determinirenden 

n 

Factoren c"' bei ^ = ermittelt, wo ir = oder von der Form JSc^X"". 

Einer derselben wird herausgenommen; aus diesem 3f = «• In gis^x)^^ 

soll der Theil der Entwickelung, der die Potenzen von S~' mit Exponenten 
^2 enthält, gleich z sein. Dieses soll bei jedem der ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkte bei x = b stattfinden. 

A) Bei dem Punkte b soll der Theil von giß^x) von der Form No. 1 
(3.) sein, also von der Form 

^0 1 «1 II ^e-2 



C^O r^K^o + 7 iAo-i + -- + 



- dx 

oder ausfallen. Durch (x—by = ^ geht (7.), mit .. multiplicirt, über in 



(8-) {Ä + ?Ä^ + - + fe1«S''-- 



Dieser Ansdrack soll also mit der vorhin genannten Grösse i, welche yon 

der Form JSY-X"^ oder gleich Null ist, übereinstimmen. Es ist zuzusehen, 

ob diese Uebereinstimmung stattfindet und ob bei allen ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkten bei b derselbe Ausdruck (7.) hervorgeht. 

B) Die Function s habe bei a? = fr die Beschaffenheit, die in No. 1 II B)/9) 
angegeben ist. g(8, x) hat dann bei a? = 6 den Theil von der Form No. 1 
(4.) oder derselbe fällt aus. Der Ausdruck No. 1 (4.) ist 

^ ^^ (x - 6)? ^ (x- by- '^ ^(x-by 

'- , dx 

Durch {x—by=^'Q geht (9.), mit ^^ multiplicirt, wenn Ä(p— 1)+ 1 =^ ge- 
setzt wird, über in 
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die c^ 

Ausserdem kommen in der Entwickelung von g(s, x) ^ Potenzen von t mit 

positiven ganzzabligen Exponenten vor. Die Entwickelung von *«(*) sei 
^y^^^ Aus (10.) können Potenzen von Xt^ mit den Exponenten ju, ^— 1 

bis ^ — ß + 1 nur aus dem Ausdrucke 

hervorgehen. Es ergiebt sich nun, wie in No. 1 (10.), (11.)» (12.), dass die 
Grössen (ß ^ 1) 

(12.) (*„(.)x-.,„ {'^\^, ..., (^;^v„ 

linear und homogen mit constanten Coefficienten durch j'»,, y, bis Yr-\ ^^8" 
gedrückt werden. Wenn diese Gleichungen bei jedem ein- oder mehrblättrigen 
Windungspunkte bei x = b aufgestellt werden, so ergiebt sich ein System 
von a linearen homogenen Gleichungen für die a Constanten in *„(*), dessen 
Determinante, wie in No. 1 IL B) ß) gezeigt ist, nicht verschwindet. 

Die Entwickelung von (10.) soll mit der gegebenen Grösse z = ^y^at"'' 

2 

beginnen, wo y^y von Null verschieden ist, und wenn a = ist, so sollen 
in der Entwickelung von (10.) Potenzen von Xt^ mit Exponenten ^ 2 nicht 
vorkommen. In letzterem Falle ist j^,, = j^j == ... = y^_i = 0. In ersterem Falle 
muss ß(p — l)+l^v sein. Wenn nicht alle » bei den ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkten bei b verschwinden, so sei ein ßj-blättriger, 
(fii ^ 1), ein ßj-blättriger, (ßj > 1) bis ein ß^blättriger Windungspunkt, 
(ß; ^ 1), vorhanden, bei denen die zugeordneten z nicht Null sind, die be- 
züglichen Zahlen v seien y,, Vj bis v^. Dann muss also ßi(p — l) + l^Vi 
bis ß^p — l)+l^^z sein. Die kleinste positive ganze Zahl p, welche 
diesen Bedingungen entspricht, sei x^ x ist hier ^ 2. Dann muss p in (9.) 
gleich y. sein. Denn wäre p > ^, so müssten bei allen ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkten bei x = b die Constanten y in (11.) gleich Null 
sein. Dann folgt aus dem oben (nach (12.)) genannten Gleichungssysteme, 
dass auch die Constanten in ft(,(«) gleich Null wären. Es ist also p = x. 

Bei einem Windungspunkte, wo ——^ (a=l,..., A) am grössten ist, 

können die Werthe aus (11.) ßy,,, ß/, bis R^ri^ die aus dem zugehörigen 
z zu entnehmen sind, nicht alle verschwinden. Daher folgt aus dem oben 
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selbe nicht ansfUUt, also 

Die Ent Wickelung von (15.) nach Potenzen von x—b soll bei *=*2 (Ä= l,...,a) 
mit »z = --Sy-2fl(iz?--6)"" beginnen, oder, wenn »; = ist, so sollen in der 

2 

Entwickelung die Potenzen von (a?— 6)"^ mit Exponenten ^2 ausfallen. 

Wenn der Theil (15.) in g(s,x) vorkommt und nicht alle Werthe 
*u(Si), &o(S2) bis *ü(S^_,) = A„(SJ verschwinden, so muss q gleich dem 
grössten der Werthe vi sein, bei welchen &()(SJ nicht verschwindet. Wenn 
alle Werthe &o(S,) bis ft„(S^) verschwinden, ohne dass ko(s) identisch ver- 
schwindet, so beginnt für ^ = *^_i oder s = s^ die Entwickelung von (15.) 
nach No. 1 IL B y) mit der Potenz (x—b)~^'^\ daher ist p— 1 gleich r^-i 
oder v^. Wenn aber *,,(«) identisch gleich Null ist, so besteht die Ent- 

Wickelung von (15.) aus . _.., , dann ist vx = 2. 

Daraus folgt, wenn der Theil (15.) in g(s^ x) vorkommt, so sind nicht 
alle zi (il = l,..., a) gleich Null und p — 1 ist gleich oder kleiner als der 
grösste der Werthe v^. Zugleich muss Q^Vx sein. Wenn daher der grösste 
Werth Vi durch x bezeichnet wird, so ist p^^ und e^;^+l? also ist p 
gleich 7c oder x+1. 

Es wird nun, wenn nicht alle zi verschwinden, für p in (15.) der 
Werlh x-f 1 gesetzt Alsdann sind die Grössen *(») in (15.), wobei also 
auch k^{s) identisch verschwinden kann, dadurch zu bestimmen, dass die 

Entwickelung von (15.) bei s = Si (i=l, ..., a) mit ^y_ia(ic—fc)"* beginnt, 

wo die y_;a, in denen a>yi, und diejenigen, wo 3^ = ist, verschwinden. 
Es sei 

(16.) K{s) = «,,--> + a,,--'^ + ... + «,-x, 

wo die a Constanten sind. Dann ist 

(17.) k,,{S^ = (a = i....a). 

Sa = S^_^. Die a— 1 ersten Gleichungen (17.) (X= 1, ..., o— 1) seien auf die 
Form gebracht 

(18.) a,Sr' + a,Sr'+" +(Xa-i = -o^i^Sr' (A=i,...o-a 

Die Determinante der Coefficienten in (18.) links ist ±^(Si, Sj, ..., S^.i) 
(No. 1 (14.)) und verschwindet daher nicht. Aus (18.) folgt für ai**'"^4-«2**'"^+ 
— h«o-i der Ausdruck 

(19.) «u(li*^-H--+f.-0. 



108 Thom6, über Utieare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficiettlen, 

Aus diesen folgt für /?,«''"^^ \-ßa-i der Ausdruck 

WO die rj hervorgehen, wenn in (28.) /?„ = gesetzt und die ßi bis ß^^i 
bestimmt werden. Daher ergiebt sich für ki(s) der Ausdruclc 

(30.) *,(0 = ß^J(s)+ri,s'-' + ri,s^-' + '-+ri,_,. 

Zur Bestimmung von ^^(ä) in (15.) erhält man ferner 

(BIO |(^^'X..+("'^^L.+ ».Ä) = r-..-, "-...-.. 

Hier ist ^2(8^.^) = &2(So), wodurch wie bei (24.) etc. /?„ bestimmt wird. Als- 
dann sind die a— 1 ersten Gleichungen des Gleichungssystems (31.) wie (28.) 
zu behandeln. In dieser Weise ist fortzufahren und es muss, wenn der Theil 
von g(s,x) (15.) besteht, in dem zuletzt zur Bestimmung des Coefficienten 

von p jT-i auftretenden Gleichungssysteme von a Gleichungen, welche (23.), 

(31.) entsprechen, sich als Coefficient von -. ^y eine Constante c ergeben. 
III. Bei X = 00. 

1 /dx\~^' 

x = -, 8 = x's gemäss No. 2 I. F,,(y, s, x) = (^-^ j F\t{y, s, t). Die 
Zweige von s' seien «1 bis s^. In «' sei bei / == ein ß-blättriger Windungs- 

dt 
seien die fundamentalen determinirenden Factoren e"^ von Gj/(y, «, ^) bei ^ = 



(dx\ ~ *'' 



aufgestellt wo ir = oder von der Form I^c^X'^^* Einer derselben wird 

herausgenommen, aus diesem ^^ = 5. Es werde g(s,x)^.=^g{s,t) gesetzt. 

In gXs, t) .^ soll der Theil der Entwickelung, der die Potenzen von ^"^ mit 

Exponenten ^ 2 enthält, gleich z sein. Dieses soll bei jedem der ein- oder 
mehrblättrigen Windungspunkte bei < = stattfinden. 

Der Ausdruck g{8, f)^ worin s = /"'«', ist gemäss No. 1 I 

(32.) - l,y>^ _^^t)i^lr_^^^^ 



wo 



(33.) <p,{t) = P,(|) + /X(0 (/=a-.,...,0) 



110 Thomi, über lineare Di/ferenlialgleichungen mii algebraischen Coefßoienlen. 

System darstellbar ist 

(!•) K-k(y, s, x) = y\ f,(y\ e, x), 

dessen erster Bestandtheil f,«.^ ein im Bereiche s regulärer Differential- 
ausdruck von (m— &)-ter Ordnung ist. Hierbei soll jedoch vorausgesetzt werden, 
dass dieser im Bereiche s reguläre Differentialausdruck dem in No. 2 (1.) 
angegebenen Typus angehört. Zu dieser Untersuchung wird ein Verfahren 
angewandt, welches der entsprechenden Untersuchung bei rationalen Functionen 
von X als Coefficienten analog ist (Abh. Bd. 96 No. 6). 

Die singulären Punkte in F^(ff,s,x) oder F„,^^(y,s,x) sind, wenn die 

Coefficienten auf die Form -^^ y gebracht werden, wo H und K ganze 

rationale Functionen der eingehenden Variablen ohne gemeinsamen Theiler 
in X sind, die Punkte, in denen die Nenner K(x) verschwinden, die Punkte, 
in denen die Discriminante der Gleichung s verschwindet und der Punkt 
X = oo. Bei jedem der singulären Punkte von F^(y^s,x) — bei einem ß- 
blättrigen Windungspunkte (ß ^ 1) von s bei a? = « nach Substitution von 

' 1 

(x—ay = l^ entsprechend bei a;=oc, x= — muss der charakteristische 

Index in F„(y,s^x) gleich oder kleiner als k sein (No. 5 I. A b) C). Die 

Coefficienten in F« seien durch p^ bei ^ ^^~ , entsprechend in F^^^ durch p[''\ 

in fj, durch g^ bezeichnet. Zwischen denselben besteht das Gleichungssystem, 
welches durch Gleichsetzen der Coefficienten derselben Differentialquotienten 
auf beiden Seiten entsteht (Abh. Bd. 96 No. 2 (14.)). 

I. Zunächst ist p[^^ zu behandeln. 

A) F^(y,8,x) habe im Endlichen }c singulare Punkte. Dieselben 
seien a^ bis a,. F^^j,(y, «, x) habe im Endlichen x' (x'^0) singulare Punkte, 
in denen die Discriminante der Gleichung von s nicht verschwindet, die in 
F^ nicht vorkommen; dieselben seien, wenn x'^0 ist a,^.i bis a^+,.. Es 
sei das Product (x'-'ai)(x—a2)(x-'aj,^^) = yj(x) gesetzt; dann ist 

^"^'^ P' "" 'tp(x) 

^"^'^ ipdxj" afi x^a? 

wo die A(x) ganze rationale Functionen von x (No. 2 (1.)), die ««z Con- 
stanten sind. Die möglichen Werthe von a^^i bei einem singulären Punkte a^ 
(a = 1, . . ., x) von F^ sind zunächst zu bestimmen. 
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1 

— oo 

(sc— 6)* = C gesetzt. Die Entwickelung von » sei ^eX"- Pm(y,'>^) = 
(^) " G„(y, *, ^, F„_^(y, s, x) = (-^S) "" (?„._* (y, », S). Der Coefficient von 



rm— A-1 



-^::| in G^.j sei q[^K Dann ist (vergl. Abh. Bd. 1 15 No. 5 (5.)) : 



(9.) tq?' = ^?*— A)(|:Li-l) (i^fl)4.fl^Y*). 

Auf Grund der gewählten Wurzeln der Exponentengleichung von 
G„^j,(ff^8yt) (vergl. No. 5 IV. A) No. 8), die aus der Exponentengleichung 
von GnXtlf^ft) hervorgehen, sei die formelle Entwickelung des Coefficienten 
5f{*^ nach Potenzen von t gebildet (s. II). Aus (9.) folgt dann die formelle 
Entwickelung von S^p{*^ Es werde 

(10.) Ot,,8'-' + C:a2S'-'+-' + <^aa = &(*) 

gesetzt. Aus (8.) erfolgt 

(11.) ^Vi*' = Ä(0 + S^I(*,^^). 

Diese Gleichung wird nullmal, 1-mal bis (ß — l)-mal nach C differentiirt 
und ^=0 gesetzt. Aus No. 1 (11.) folgt dann, dass die Grössen 

(.2.) (*(.)),=., a*)),.,,, . . ., (^S^X,. 

linear und homogen mit constanten Coefficienten durch 

ausgedrückt werden. Dieses ist bei jedem ein- oder mehrblättrigen Windungs- 
punkte bei a; = 6 vorzunehmen. Man erhält dadurch zur Bestimmung der 
Constanten in &(«) (10.) ein System von a linearen homogenen Gleichungen, 
dessen Determinante nach No. 1 IL B ß) nicht verschwindet. 

ß) Bei dem Punkte b soll s die Beschaffenheit No. 1 II B y) haben. 
Der Werth der bei x=^b einwerthigen Zweige «;i (A = 1, . .., ö) in a? = 6 

sei Si. Si bis S^-i sind unter einander verschieden. iS^-.i = S^, \--t-^J _ 

verschieden von (^)^„,/ Es folgt aus (8.) unter Anwendung der Be- 
zeichnung (10.): 

(14.) (^-^'^'*'")„.= (lÖ^)„„ + (t(.,.-6))„.. 



114 Thom^y aber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienien, 

Daher wird 



a 

a—l , a—2 



(19.) «+«' -f' («'^»'^ +aa2Sl +'"+aaaX=.a, x+jr' JV, d\og0(x) 

^(i - — ^a — 

WO ^(x) eine ganze rationale Function von x, deren Grad t = — ^ iV, und 

deren Coefficienten zu bestimmen sind. Der Grad wird in folgender Weise 
bestimmt. Der Ausdruck (2.) sei durcb Pi*^(*, x) bezeichnet, die a Zweige 
von s durch s^ (A = 1, . . ., a). Dann ist 

(20.) " - • '+'■ 



^^;>{*'(«;, x) = i'. -i — 

1 1 •«' "fl 





Die Grössen jksl^K ...JSsi ergeben sich vermittelst der Gleichung für s 

1 1 

als ganze rationale Functionen von x, dieselben seien durch M^ (x\ Miix) etc. 
bezeichnet. Aus (20.) folgt alsdann 



(21.) 



— ^ * V* "«» ^>f*^ + ^«^ *^8 («) + ••• + ^«a<y 



Der Ausdruck «ai^i(x)+«a2^2(x)H h^«io erhält die Form 

(22.) Cf,i#i(aa) + CX„2#2(aa)+- + ttaa-1^0-l(öa) + ^ttaa + (aJ~öa)Pa(a:), 

a 

WO Pa(ip) ein Polynom von x ist. Nun hat nach No. 4 I. B) x 2!p\^\sijx) 

i 

bei a; = oo eine Entwickelung der Form 2:c^x~\ Es folgt also aus (21.), 
(22.) durch Entwickelung nach absteigenden Potenzen von x 

(23.) X i> p{*'(*„ a;)-x i. ?''i^il''At5i!i^^C««) t:::t^- = ^"i",' _.^. 

jr+ar' 

Das absolute Glied in dieser Entwickelung ist 2:^ N^,. 

M + \ 

b) Aus (23.) ist nun die Grösse ^a iV,, zu bestimmen. Der Ausdruck 

für (x^^p\^\8,,x)) _ geht aus No. 4 (25.), (27.), (28.) hervor, bezogen 

auf F^^j,(y, «, x). Die Grösse S' in No. 4 (25.) bezeichnet hier die Summe 
der Wurzeln der Exponentengleichung von F'„,^),(y, r^s\ t) bei / = und einer 
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Aus dieser Gleichung V^(a) = 0, in welcher das absolute Glied B nicht ver- 
schwinden darf, wenn 4^ (a?) bestehen soll, ergiebt sich, — J? K^ = '^ gesetzt, 



(27.) ^^^ ^f(^^) = *(x). 



Wird nun ^(x) durch den grössten gemeinsamen Theiler von 4^(x) und 
-^ dividirt, so ergiebt sich ein Polynom xO^)i wo 

dx 

(28.) / (x) = (a? - a,+0 (x - a,+,) , . . ., (x-a^^,.) 

ist. Dieses Polynom hat mit dem Polynom 

(29.) (p(x) = (x-a,)(a;-a,), ..., (x-a,) 

keinen gemeinsamen Theiler, wenn die Wahl der Wurzeln der P^xponenten- 
gleichungen, die zur Bestimmung der Constanten «^, bis «„ö (^ = l?--?^) i" 
(3.) führte, und entsprechend in (24.) zutreffend war. Wenn der Grad 

r = — ^n iVa = war, so wird für y^x) 1 gesetzt. 

C) Jetzt wird in F„_i(jy, «, x) der Ooefficient von ^ -;;;zjfci^ , der durch 
p[^'^ bezeichnet war 

wo der Grad von A^^i{x)x^^''~^^ gleich oder kleiner als a (;?+;?'— 1), 8=^x^8 
gemäss No. 2 I. Der höchste zulässige Grad von x in den A^^i(x) (^= l,...,a) 
ist also bekannt, derselbe sei v. Es wird nun ein in B c) genannter Punkt 
A genommen, alsdann der Gleichung (30.) die Form 

(31.) p^\8, x){if>{x)yXx)y = /f„(o+*i«(^-^)+--+*.«(^-^r 

gegeben, wo die k(s) Polynome von s höchstens (a— l)-ten Grades mit 
Constanten Coefficienten sind. Dann ist die formelle Entwickelung von 
P^Pißi^^ ^ci X =^ A und jedem Ä-blättrigen Windungspunkte (ß^l) vor- 
zunehmen (s. II). (Bei X = oo ist das weitere Verfahren entsprechend.) 

a) Der Punkt A sei ein solcher, in dem die Discriminante der 
Gleichung von s nicht verschwindet. Bei jedem der a bei x = -4 ein- 
werthigen Zweigen von s ist in (31.) die Entwickelung der Grösse links 
nach Potenzen von x—A gegeben. Wird rechts in (31.) 

(32.)*« = (K0V-...+ ("*S*^l._../--^)+K'4*^^i./-^ 
gesetzt, so ergeben sich durch Gleichsetzen der Coefficienten gleich hoher 
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Potenzen siiccessive a homogene lineare Gleichungen, deren Determinante 
nicht verschwindet, zur Bestimmung der Constanten in *„(«), *,(«) etc. 

b) Der Punkt A sei ein solcher, in dem die Discriminante der 
Gleichung von s verschwindet; dann soll A ein Punkt sein, bei dem s die 
Beschaffenheit hat, die in No. 1 U. B ß) oder y) angegeben ist. 

«) Bei dem Punkte A habe s die Beschaffenheit No. 1 IL B ß). 

Bei einem ß-blättrigen Windungspunkte bei /l (ß^ 1) wird (x—Ay = ^ 
gesetzt. In (31.) sei die formelle Entwickelung von p[^^(s,x) nach Potenzen 
von 'Q gegeben. Die Gleichung (31.) geht über in 

(33.) p'^\s, x){^{x)x{x)y = *u(*)+ Ar.(*)^« + ... + *,(^)S«^ 

In (33.) wird 

(34.) Ks) = (K^))c=o + ('^%,.^ 

gesetzt. Zunächst werden dann die Werthe von (*„(«)),=,„ bis \--Tf^}r)^_^^ 
bestimmt. Hieraus erhält man gemäss No. 1 (10.), (H) die Werthe von 

Dieses ist bei jedem der ein- oder ra ehrblättrigen Windungspunkte bei A 
vorzunehmen. Auf diese Weise ergeben sich im ganzen a homogene lineare 
Gleichungen, deren Determinante nach No. III. B/3) nicht verschwindet, 
zur Bestimmung der Constanten in Äo(«). Nachdem /f(,(«) ermittelt ist, werden 

aus (33.) und (34.) die Werthe von (Äi(«))c-(i bis (~^yR^j. bestimmt 
Alsdann ergiebt sich in gleicher Weise k^{8) etc. 

ß) Bei dem Punkte A habe a die Beschaffenheit No. 1 II. B y). 

Die o Zweige von 8 sind bei A einwerthig, s^ (A= 1,..., o) hat in 
A den Werth Si. S^ bis S^_, sind unter einander verschieden, Sa-i = S^^ 

(<^^X^A verschieden von (^X^^- In (31.) wird die Entwickelung (32.) 

eingesetzt. Bei « = «, bis Sa^.i liefert das absolute Glied auf beiden Seiten 
die Werthe von ä„(S,) bis &o(Sö_i). Bei s = s^^^ und «^ liefert die Differenz 
der Coefficienten von x—A auf beiden Seiten 

(36.) (^)) (^ - p) 

tind hieraus den Werth von ( ^ * ),^^ • Man erhält dadurch a homogene 
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lineare Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante (vergl. nach (15.)) 
zur Bestimmung der Constanten in /ro(«). Nachdem ki(s) ermittelt ist, ergiebt 
nun bei $ = $i bis *^., der Coefficient von x—A auf beiden Seiten die Werthe 
von *i(Si) bis &iXS^-i). Bei * = «a-i und g„ liefert die Differenz der Coefß- 
cienten von (x—Ay auf beiden Seiten 

(37.) (^^^) (f';^' - ^0 

und hieraus den Werth von ( ^ j^^g • Dieses ergiebt a homogene lineare 

Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante zur Bestimmung der 
Constanten in fri(«); u. s, w. bis iy(0- 

c) Nachdem die Grössen &(«) in (31.) bestimmt sind, ist der Ausdruck 
(30.) bekannt. Es muss nun der Grad von A^xi^)^^'''^^ »ich gleich oder 
kleiner als a(;f4;f'— 1) ergeben, wofern die früher gemachten Annahmen 
zulässig waren. Der Differentialausdruck F^_t(y, s, x) ist damit als ein im 
Bereiche 9 regulärer bestimmt. Damit nun der Differentialausdruck FJjg, s, x) 
durch das System (1.) darstellbar ist, muss zwischen den Coefficienten p^ 
von F^, den Coefficienten pj*^ von F^_i und deren Differentialquotienten und 
den Coefficienten g^ von /i das oben genannte Gleichungssystem bestehen 
(s. Abh. Bd. 96 No. 2 (14.)). Aus den k ersten dieser Gleichungen ergeben 
sich successiv eindeutig die Coefficienten g^. Dann ist also nun noch noth- 
wendig und hinreichend, dass auch die übrigen m—k dieser Gleichungen 
erfüllt sind. Werden die bezüglichen Ausdrücke, welche verschwinden sollen, 
mit Hülfe der Gleichung von $ auf die Form ß,(x)«^~' + ß2(a?)«*"'+- + Äa(a5) 
reducirt, wo die B(x) rationale Functionen von x mit demselben Nenner 
sind, so muss also der Zähler wegen der Irreductibilität der Gleichung von 
8 identisch verschwinden. 

II. Nach den Untersuchungen in I. ist die formelle Entwickelung 
der Coefficienten in Fm^k^y^s^x) bei einem der dort angegebenen Punkte 
X = a bezüglich a: = oo aufzustellen. Hier wird bei einem A-blättrigen 

Windungspunkte, wo ß ^ 1 ist, (ar— a)'^ = ^ gesetzt, 

F„,_t(y, *, x) = {^) G^_,(y, s, ^), 

alsdann ist die formelle Entwickelung der Coefficienten von G^.^ aufzustellen. 
Dieses geschieht, indem die formelle Entwickelung der Integrale der regu- 
gulären Differentialgleichung G,„.jfc(y, *, ^) = bei ^ = aufgestellt wird. 
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Die Exponenten dieser Integrale gehen ans den angenommenen Wurzeln 
der Exponentengleichung von G^.* = hervor (7.), (9.), (15.), (24.). Die 
Entwickelnng dieser Integrale, die auch Integrale von 6m(y> *j S) = sind, 

j-^J G,Xyy 8, l) gesetzt ist, erfolgt aus GJy, *, © = 0. — 

Vergl. das Verfahren bei rationalen Functionen von x als Coefficienten in 
Abh. Bd. 96 No. 6 II. 

Es ist wesentlich zu bemerken, dass, was die formelle Entwickelnng 
von p^i^ bei einem Punkte, in welchem die Discriminante der Gleichung 
von 8 verschwindet, gemäss I. A b) angeht, von dieser Entwickelnng in 
I. A b aj bei einem A-blättrigen Windungspunkte nur die R ersten Glieder 
gebraucht werden und in I. A b ß) bei s = *^_, und s^ nur die beiden ersten 
Glieder. Die Wurzeln der Exponentengleichnng bei F^_j, werden aus der 
bezüglichen Exponentengleichung bei F^ entnommen. In letzterer sollen 
diejenigen Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so ge- 
ordnet sein, dass der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der 
der folgenden ist. Wenn eine Wurzel aus dieser für F,„ bestehenden Reihe 
bei F^_t übergangen wird, so möge der reelle Theil der zunächst in F^.* bei- 
behalteneu Wurzel um wenigstens / kleiner sein, als derjenige, der zuletzt 
in F^ übergangenen. Dann kommen in den / ersten Gliedern von pi*^ keine 
unbestimmten Constauten vor gemäss Abh. Bd. 96 No. 1 (8 ), (9.). Weiter ist die 
formelle Entwickelnng von p^J^\8yX) (a = 1, ..., w) nur bei einem singulären 
Punkte von F„,(y,8, x) vorzunehmen I. B c), C. Wenn dieser Punkt ein solcher 
ist, in dem die Discriminante der Gleichung von s verschwindet, so muss s bei 
demselben die Beschaffenheit haben, die No. 1 II. B) in ß) oder in y) an- 
gegeben ist. Wenn bei a? = cc, a; = - , die formelle Entwickelnng vor- 
genommen wird, wo Ä = x^s gemäss No. 2 L, so müssen die Zweige von «' 
bei < = entweder unter einander verschieden sein, oder s' bei < = die 
Eigenschaft aus No. 1 IL B ß) oder y) haben. 

8. 

Verlegung eines homogenen linearen Differentialausdruckes in ein System verallgemeinerter im Bereiche 

einer algebraischer Function normaler Differentialausdräcke. 

I. Der homogene lineare Differentialausdruck Fji/(y, «, x) M-ter Ordnung, 
der X und s rational in den Coefficienten enthält, sei darauf hin zu unter- 
Buchen, ob derselbe sich durch ein System verallgemeinerter im Bereiche s 
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normaler Differentialausdrücke No. 5 (8.) darstellen lässt. Zu dem Zwecke 
wird wieder an die Untersuchungen in No. 5 angeknüpft. 

Es waren die in No. 5 III., IV. in Bezug auf den vorgelegten Diffe- 
rentialausdruck M'tüv Ordnung bezeichneten Combinationen von M möglichen 
determinirenden Factoren £2 aufgestellt; diese S2 waren nach den in No. 5 III. A) 
gemachten Angaben in No. 6 ermittelt. Jede dieser Combinationen hat die 
in No. 5 III. B) angebene Eigenschaft rUcksichtlich der fundamentalen deter- 
minirenden Factoren aus Fj/(y, s, a?), und die Wurzeln der zu diesen funda- 
mentalen determinirenden Factoren gehörenden Exponentengleichungen ans 
Fjtf sind gemäss den Angaben in No. 5 IV. auf die Abtheilungen überein- 
stimmender £2 in dieser Combination vertheilt. 

Nur eine einzige solche Combination von M S2 giebt es, welche irgend 
einem Systeme, wie No. 5 (8.) für denselben Differentialausdruck F^(y, «, x) 
entspricht, nachdem die Bestandtheile mit übereinstimmendem £2 zusammen- 
gestellt sind. 

Es wird nun ein determinirender Factor i2 = i2, und es werden die- 
jenigen der genannten Combinationen, welche 12, enthalten, herausgenommen. 
Nun ist zuzusehen, ob sich Fj/ in ein System zerlegen lässt, dessen erster 
Bestandtheil ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialaus- 
druck mit dem determinirenden Factor i2, ist. Der Differentialausdruck 
£2z^F^f{£2^yy8yX) muss sich dann in ein System zerlegen lassen, dessen 
erster Bestandtheil ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck ist. 
Hierzu kommt das Verfahren aus No. 7 zur Anwendung für m = M. Die 
Exponentengleichungen des dortigen Ausdruckes Fjj^f,(y, s, x) haben Wurzeln, 
welche abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen unter den Wurzeln sich 
finden, die in einer der betrachteten Combinationen der Abtheilung, in welcher 
i2i ist, zugetheilt sind, nachdem zu diesen Wurzeln die in No. 5 IV. A) 
genannte Grösse — f, die an der bezüglichen Stelle aus i2i hervorgeht, hinzu- 
addirt ist. Ferner muss die Summe der Wurzeln der Exponentengleichungen 
von Fv_4.(y, «, x) bei sämmtlichen singulären Punkten von F^(y, «, x) ganz- 
zahlig sein, No. 5 IV. A. Es seien nun Wurzeln von dieser Eigenschaft 
herausgenommen, die also an jeder in Betracht kommenden Stelle in con- 
stanter Anzahl M—k auftreten. Die Wurzeln irgend einer Exponenten- 
gleichung von F^_i,(if, 8, x) sind zugleich Wurzeln der Exponentengleichung 
von £2^^F(£2^g,8,x). Damit sind jene Wurzeln angezeigt; wenn in der 
Exponentengleichung von £2^' FMißxy^Syx) mehrere Wurzeln vorkommen, 
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Das vorhin angegebene Verfahren ist entsprechend anzuwenden", wenn 
untersucht werden soll, ob der Differentialausdruck Fv(y, s, x) sich in ein 
System wie No. 5 (11.) zerlegen lässt; und ebenso, wenn in der canonischen 
Form (No. 3 III.) für F,^ ein nicht normaler Bestandtheil von höherer als 
erster Ordnung vorhanden ist. 

II. Bei dem in I auseinandergesetzten Verfahren kam die in No. 7 
dargestellte Methode zur Anwendung, einen Differentialausdruck in ein System 
zu zerlegen, dessen erster Bestandtheil ein im Bereiche b regulärer Differential- 
ausdruck ist. Es war bei dieser Methode vorausgesetzt, dass der im Bereiche 
8 reguläre Differentialausdruck dem in No. 2 I. angegebenen Typus angehört. 
(Um von einem Ausdrucke F(,) (1.) die Hauptunterdifterentialgleichungen zu 
bilden, kann man in folgender Weise verallgemeinerte im Bereiche s nor- 
male Differentialausdrücke /(,) = Jf2., /j^,3 (i27^ y^ «^ 0!) wählen. Die Bedingung 
für £l^y bei a: = oo No. 6 (16.) wird durch den Theil von gis.x) bei einem 
Punkte a No. 1 (2.) erfüllt. Bei einem der Punkte a und bei den Punkten b 
No. 7 A b a, ß) wird der Theil von g(s, x) von der Form No. 1 (3.) genommen 

und von einem f^^ zum anderen verschieden; in /(„) (y^ «? ^p) No. 2 (1.) seien 
bei diesen Punkten die Wurzeln jeder Exponentengleichung nicht um ganze 
Zahlen verschieden, bei den Punkten b No. 7 I. A b, y) wird die dort an- 
gegebene Bedingung erfüllt.) 

Es kann jedoch auch der Fall vorkommen, dass Fj^iv^ *> ^) ^^^ durch 
ein solches System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar ist, in welchem der zu dem ersten Bestandtheile ge- 
hörende im Bereiche s reguläre Differentialausdruck nicht von dem Typus 
aus No. 2 I. ist. Um einen derartigen Ausdruck zu bilden, seien zwei ver- 
allgemeinerte in s normale Differentialausdrücke erster Ordnung mit ver- 
schiedenen determinirenden Factoren genommen, deren zugehörige im Be- 
reiche s reguläre Differentialausdrücke nicht dem Typus in No. 2 I. an- 
gehören. Diese Differentialausdrücke erster Ordnung werden gleich Null 
gesetzt und die Integrale dieser Differentialgleichungen in einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung vereinigt. Deren Differentialausdruck ist durch 
ein System verallgemeinerter in s normaler Differentialausdrücke darstellbar 
(No. 3 II. C). In irgend einem solchen Systeme unzerlegbarer Differential- 
ausdrücke, welches denselben Ausdruck darstellt, ist der an der Spitze 
stehende Bestandtheil ähnlich einem der beiden ursprünglichen Ausdrücke 
(No. 3 IL A. B) und kann von diesem nicht verschieden sein, weil die Differential- 
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durch ein System No. 5 (8.) oder (11.) dargestellt ist, bilden daher dieselben 
Integrationsmethoden wie diejenigen für den Fall, dass der Differentialaus- 
druck durch ein System normaler Differentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 8) 
gegeben ist, die in Abh. Bd. 96, dritte Abtheilung aufgestellt sind. 

Die Integrale der von ^ abhängenden Differentialgleichung treten 

unter der Form von Systemen normaler Elementarintegrale auf. Specielle 

Convergenzbetrachtungen sind zur Aufstellung dieser Integrale nicht er- 
forderlich. 

Zum Ausdrucke der durch unbestimmte Integration zu bildenden 
Functionen werden die dort bezeichneten bestimmten Integrale verwandt. — 
Hierbei ist zu Abh. Bd. 96, S. 242 (vergl. Abh. Bd. 119, S. 142) zu bemerken, 
dass zur vollständigen Darstellung der Grössen ^, wie dieselbe den dortigen 
Angaben entspricht, die Connexdifferentialgleichung von e'~'"f^^(e"'yj8,x)=^0 
bezüglich e'""'^„(e*^y,«,^) = gebraucht werden kann. 

Es kann nun weiter auf das Frühere hinverwiesen werden. 

1. Die homogene DifTereutialgleichuug. 

Nachdem bei einem ß-blättrigen Windungspunkte die Integrale der 

von ^ abhängenden Differentialgleichung aufgestellt sind, ist dann für Z 

1 

wieder (x—ay einzuführen. Dieses und die weitere Behandlung der Inte- 
grale geschieht nach den Angaben Abh. Bd. 115 No. 3, wobei Abh. Bd. 115 
No. 6, S. 133, 134, No. 7 III. zu vergleichen ist. — 

Wenn die ermittelten Integrale der vorgelegten homogenen linearen 
Differentialgleichung durch diejenigen ihrer Connexdifferentialgleichung aus- 
gedrückt werden sollen, wobei die P]igenschaft letzterer Integrale, die in 
Abh. Bd. 121 No. 7 1. A) und B) angegeben sind, in Betracht kommen, so ist, 

nachdem (a:— a)^ = ^ C^^I) i" die ursprüngliche homogene lineare Diffe- 
rentialgleichung eingeführt ist, ein Integral derselben mit dem Gruppen- 
exponenten p (vergl. Abh. Bd. 121, S. 19) durch die linearunabhängigen Inte- 

grale der Connexdifferentialgleichung, in welche (x— a)'^ = ^ eingeführt ist, 
mit demselben Gruppenexponenten darzustellen. Durch Differentiation ergiebt 
sich zur Bestimmung der Constanten ein System linearer Gleichungen, dessen 
Determinante nicht identisch verschwindet. 



Thomiy über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefßcienten, 125 

H. Die nicht homogene Differentialgleichung. 

lieber den zweiten Theil der nicht homogenen Differentialgleichung 
werden die Voraussetzungen aus Abh. Bd. 107 gemacht. 

Nun kann entweder die Methode der successiven Integrationen ver- 
mittelst integrirender Factoren angewandt werden unter Bezugnahme auf 
die Angaben in Abh. Bd. 115 No. 4, No. 7 oder die Methode der Variation 
der Constanten gemäss Abh. Bd. 115 No. 4, Bd. 121 No. 8. 

10. 

Eine Anwendung auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

I. Eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
deren Coefficienten rationale Functionen der unabhängigen Variablen x allein 
sind, FaCy, x) = sei vorgelegt. Dieselbe sei die Connexdifferentialgleichung 
(vergl. Abh. Bd. 122 No. 3 III.) einer homogenen linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung, deren Coefficient rational x und eine ^wei'verthige alge- 
braische Function s enthält, /i(y, s, x) = 0. Für s kann unbeschadet der All- 
gemeinheit iP{x) gesetzt werden, wo P{x) eine ganze rationale Function 
von x ist und P(x) = keine mehrfachen Wurzeln besitzt. 

Wenn fi(y,s,x) ein im Bereiche s normaler Differentialausdruck ist, 
(Abh. Bd. 122 No. 1 IL), also der determinirende Factor nur x nicht auch s 
enthält, so ist Fi(y^ x) ein normaler Differentialausdruck mit demselben deter- 
minirenden Factor und ebenso umgekehrt (1. c. No. 1 V.) Bei einem nor- 
malen Differentialausdrucke m-ter Ordnung mit dem determinirenden Factor 

»ß bestimmt sich -^ "■ unmittelbar aus dem in Partialbrllche zerlegten 

Coefficienten des (m — l)-ten Differentialquotienten, und nachdem 12 bestimmt 
ist, erhält man unmittelbar den zugehörigen regulären Differentialausdruck. 
Ist F2(ji, x) ein normaler Differentialausdruck, so soll derselbe hier nicht 
weiter behandelt werden. 

Ei soll also F-i (y, x) nicht ein normaler Differentialausdruck sein und 
untersucht werden, ob F2(y,x) = Connexdifferentialgleichung von f\(y,9jX)^Q 
ist, wo fiCy, 9, x) ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential^' 
ausdruck ist, dessen del er minir ender Factor thalsächlich s enthält (No. 1 III. A). 

. Alsdann ist F2(y, x) nicht zerlegbar, so lange rationale nur von x 
abhängende Coefficienten in Betracht kommen (No. 3 I). Dagegen ist F2(y, x) 
in ein System von zwei Differentialausdrucken erster Ordnung, die x und s 
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rational in den Coefficienten enthalten, zerlegbar, dessen erster Bestandtheil 
fidff^*^) ^st (No. 3 (!.))• Die Integralion von FzCy, x) =^ wird durch die- 
jenige von fi Cy, 8, x) = geleistet. 

f\ (Hf *5 ^) ^^^ "*c^ No. 1 die Form 

(1.) A (y, 8, x) = nf,(n-'y, 8, x), 

S2 = ef'^''^"^, 8 = ]^P(x). Der Ausdruck g(8,x) besteht aus Theilen der 
Form 

/n N «0 -feto« , Ol + al Ä ar-2 + ar-28 

^"^•^ Ix^af^ (x-ay-'^""^ (x-ay ' 

^QN ßl+ßi)8 ßi + ß\ S ße-2 + ß 'g-2S 

^ ^^ (x-by'^ (x-by-''^""^ {x—by ' 

(4.) M,{x) + M,{x)8. 

Die Punkte a (2.) sind solche, in denen P(x) nicht verschwindet, die Punkte 
b (3.) sind solche, in denen P{x) verschwindet, die a, a\ ß ß' Constanten 
Mij(x) Mi(x) Polynome von ar; es brauchen nicht Theile aller drei Arten 
(2.), (3.), (4.) in g(ßyx) vorzukommen, wohl aber muss 8 darin enthalten 

sein. Der im Bereiche 8 reguläre Differentialausdruck /, (y, «, a?) gehört 
nach No. 2 IL D nothwendig dem Typus No. 2 (IJ an: 

(5V) ^.V + .'4.W*±^.('^)y, 

(5\) cp{x) = {x—a^)(x'-a^) ... (x - a J, 

wo die ai, o^, ..., a« alle unter einander verschieden sind« darunter können 
auch Punkte 6, in denen P{x) verschwindet, vorkommen. Der Grad von 

P{x) in 8=^VpJx) sei 2/ oder 2/-1; der Grad von A^(x)x'^'-'\l = \,2) 
ist höchstens gleich x—\. (Steht statt (f{x) 1, so müssen A^{x) und Ai{x) 
verschwinden.) 

• Wird der Coefficient von y in fiCy^s^x) durch —p bezeichnet, so hat 
also p den Ausdruck 

(6.) p - A(a^s + B(ixy 

wo -4(x) und B(x) rationale Functionen von x sind; wenn A(x) in Partial- 
brüche zerlegt ist, so müssen die Glieder, welche im Endlichen in erster Ordnung 

A (x) 

unendlich werden, den Ausdruck — '; . bilden, so dass der Grad von Ai(x)x' 

kleiner als der von (p(x) ist, ausserdem müssen noch andere Glieder in A(xy 
vorkommen. B(x) ist eine beliebige rationale Function von x. 
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Das Integral von /i (y, «, x) = und von /", (y, — «, a?) = erfüllt FjCy, a?) = 0. 
^(y, — «, a?) ist gemäss (2.) bis (5.) ein verallgemeinerter im Bereiche* nor- 
maler Differentialausdruck, dessen determinirender Factor verschieden von 
dem in fi(y,s,x) ist. Daher ist F2(g^x) durch ein System zweier verall- 
gemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellbar; der deter- 
minirende Factor des einen geht aus dem des anderen durch Vertauschung 
von s mit —s hervor (No. 3 II. C, D). 

IL A) Die algebraische Function s = ^'P(jr) ist hier noch unbekannt 
und muss zuerst ermittelt werden. 

Aus der Differentialgleichung 

w t-py = ^^ 

wo p den Ausdruck (6.) hat, ergiebt sich 

(8.) y = e/*"^. 

Bei einem Punkte b, für den P(x) = iat, besteht die Entwiekelung 

(9.) I'a (x) YP(x) dx = \'x-b{x- ty i c., {x - h)\ 

wo k ganzzahlig ist. Daraus folgt wegen der unbedingten Convergenz von (9.) 
(10.) ^JAi.^^Sn^yu ^ [/(^^ft)^,/-^^ y{x-b\ 

wo f/(a: — 6) und K(a'— 6) bei j; = 6 einwerthig und abgesehen von diesem 
Punkte stetig sind. Weder U^x—b) noch K(x — 6) kann verschwinden, weil 
sonst der Differentialquotient des Logarithmus der Grösse rechts in (10.) 
einwerthig wäre. Ferner ist 

(110 ef' ^'^ '" = (oT - 6)" W(x - 6), 

'WO W^x—b) bei x = b einwerthig und abgesehen von diesem Punkte stetig 
ist. Hieraus folgt, dass die Differentialgleichung Fafy, a:) = mit einwerthigen 
Functionen von x als Coefficienten bei x = b zwei linearunabhängige Inte- 
grale mit den Exponenten r und r + ^ (abgesehen von den zu addirenden 
j^anzen Zahlen) besitzt. Daher ist der Punkt b ein singulärer Punkt von' 

F.(y, X) = 0. 

B) Bei einem Punkte 6, für den P(a?) = ist, wird (j?— 6)* = ^ ge- 

-j^) G-iCy^ t)' P'i^y^ a:) = hat die beiden Inte- 
grale 6^, wo 

(12.) S = f{±]x-bA{x) /|^^ + B(x))dx. 



(14.) B(x) = (x-brlc'^ix-by = r-'lcl^-, 
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Es ist 

(13.) ^(^)/^H = (x^brl:c,(x^by = r"'ie«r- 

wo m und w' ganzzahlig sind. Daher hat 62(^,^ = die beiden Inte- 
grale 6^, wo 

(15.) T=/(±r'"^^ic„^^'Hr'" Ic'X''')2tdt 

a) Bei f,(y,8,x) ^ S2f,(n-'y,8,x) (1.) soll in ^^ =9ißy^) i« 
dem Theile bei a; = 6 « vorkoramen. Dann beginnt in (13.) die Entwickelang 
von i4 (a?) mit ;^ jr-^ wo ^^^2. Also ist in (13.) iii = — iU<— 2, c,, von 

y^J? "~~ Oj' ^^~ 

Null verschieden. In (15.) ist 2 m 4- 2 ^—2. Ans e'^ folgt, indem in ^ 

die Potenzen von C~' niit Exponenten ^ 2 zusammengefasst werden, dass 
62 (9^ b^i b = stret verschiedene fundamentale delerminirende Factor en 
hat. Zu jedem kann nur eine Exponentengleichung ersten Grades gehören 
(No. 5 I. A c). Aus 6^ folgt weiter, dass die Wurzel der Exponentengleichung 
bei jedem der beiden fundamentalen determinirenden Facloren eine und dieselbe 
Grösse ist. 

S2 (1.) hat, nachdem (a?— 6)* = ^ gesetzt ist, die Entwickelung 6""^*^^"*, 

wo e"^' ein fundamentaler determinirender Factor von GzCy,^)] der andere 
sei 6*^. Daher hat i2"*F2(i2y, x\ nachdem (rr— 6)* = ^ gesetzt ist, die funda- 
mentalen determinirenden Factoren 1 und e"*""*'. Bei jedem derselben ist 
die zugehörige Exponentengleichung ersten Grades. Bei dem regulären 

Integrale y aus /^(y, *, or) = 0, (x— 6)* = ^, und bei derselben Entwickelung 
von s ist alsdann aus £2'^ F2(S2y, x) = 0, (a:— 6)* = ^, die Entwickelung von 

^ (die bei dem Verfahren von No. 7 gebraucht wird) eindeutig bestimmt. 

b) Bei fiy,s,x)==nf(n-^y^s,x) (1.) soll in ^^=^(,,a?) in 

dem Theile bei x = b s nicht vorkommen. Dann beginnt die Entwickelung 

c 
von A(x) mit 7 oder mit c (x—by^ wo n eine positive ganze Zahl ist. 

Daher ist in (15.) 2m+2>0. Aus e^ folgt, dass G2(y,t) bei ^ = einen 
fundamentalen determinirenden Factor hat. Derselbe sei e"'. C'^Gi^e'^y, S) = 
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hat bei ^ = zwei reguläre Integrale, da ?^^ gemäss (15.) zwei ver- 
schiedene Ausdrücke bat. Diese beiden Integrale, welche aus 6^, nachdem 
mit 6'"° multiplicirt ist, hervorgehen, beginnen in der Entwickelung mit der- 
selben Potenz ^^ Es muss also durch die Differenz derselben auch ein 
Integral e'^^GaCe'^y, ^) = hervorgehen, welches mit ?' *'' beginnt, wo tj eine 
von Null verschiedene positive ganze Zahl ist. r und r+ri sind die Wurzeln 
der Exponentengleickung von e'^'Gi^e^'y^t) = 0, 

S2 (1.) hat, nachdem (a;— 6)* = 'Q gesetzt ist, die Entwickelung e"' £ 4«^% 

Ao von Null verschieden, wo e'" der fundamentale determinirende Factor von 
GaCy, ^) bei ^ = 0. Daher hat S2''^F^(S2y,x\ nachdem (x— 6)* = £ gesetzt 
ist, den fundamentalen determinirenden Factor 1. Die Wurzeln der zu- 
gehörigen Exponentengleichung sind rund r+i/. Das Integral y aus /iCy,«, a?) = 0, 
(x — 6)* = ^, geht aus e'', nachdem mit e"'"' multiplicirt ist, hervor und gehört 

zu dem Exponenten r. Von der Entwickelung von —^ werden nach 

No. 7 I. B «) die beiden ersten Glieder t~^ und ^'^ gebraucht. 

a) Wenn ^ ^ 2 ist, so beginnt die Entwickelung von y (abgesehen 

von einem constanten Factor) mit t''+Ci^''^^-\ h^^'^^'^H — , wo & eine 

willkürliche Constante, während die vorhergehenden Coefficienten bestimmt 

sind. Daher sind in der Entwickelung von —^^ die Coefficienten der Glieder 

t'^ und ^" auch bestimmt. 

Dieser Fall tritt ein, wenn die Entwickelung von A(x) mit (a?— 6)", 
«^0 beginnt. Dann ist in (15.) 2w+2^2; /y ^ 3. Es ist dieses also 

A (x) 

der Fall, wenn —y-^ (5*.) für x = b endlich ist. 

ß) Wenn t; = 1 ist, so ist in der Entwickelung von ?^^ der Coeffi- 

cient von ^""* bestimmt, von 'C unbestimmt. Dieses ist der Fall, wenn die 

Entwickelung von A (x) mit r beginnt, .wenn also -' — .• (5*.) für x = b 

Unendlich wird. 

C)a) Bei fi(y,s,x) = S2f^(Q''^y^8,x) wird der Fall betrachtet, wo 

in J^ " = g(8, x) ein Punkt a, in welchem P(x) nicht verschwindet, 

vorkommt. 
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» 

Fi(y, x) = hat die beiden Integrale e^, wo 

(16.) S= /\±A (x)VP'(x) + B(x))dx. 

Es ist 
(17.) Aix) \'T(x) = (x - o)'" J c,(x - a)' 



(18.) B(x) = (x- a)"' 1 c,; (x -ay\ 
wo m und m ganzzahlig sind. Bei dem Punkte a soll « in g(8, x) ent- 
halten sein. Die Entwickelung von A(x) beginnt dann mit -.- rj, A > 2; 

also ist m = — A<— 2, c, von Null verschieden. Aus e^ folgt, indem in t- 

die Potenzen von (x — a)'^ mit Exponenten ^2 zusammengefasst werden, 
dass F,(y,ic) bei x^a zwei verschiedene fundamentale delerminirende Facloren 
hat. Kommt s in g{syx) bei a nicht vor, so hatFaCy, a?) dort einen funda- 
mentalen determinirenden Factor. 

b) Bei f^{y, s, x) ^ I2f^(Q'^y, s^ x) wird in - j|^ = g(s, x) der Punkt 

X ^ ^ behandelt. 

r/) P{;x) sei von dem Grade 2/. Es ist 

(19.) ±A{x) \'P{x) = ±x'-i:c^,x-\ 

wo m eine ganze Zahl, 

(20.) ß(x) = x"''icUa^-\ 

Hl' ganzzahlig. Wenn bei a? = oo « in g(jSyx) vorkommt, so ist m^ly Cy^ von 
Null verschieden. Aus e* (16.) folgt, dass dann F-i{y^x) bei a? = oo Äirgf 
verschiedene fundamentale delerminirende Factoren hat. 
ß) P(x) sei von dem Grade 2/— 1. Es ist 

(21.) ±A{x)\P{x) = ±yxx"'2:c^,x^% 

wo m eine ganze Zahl. 

(22). £?(x) = x""' I cL,x-% 

m ganzzahlig. ^^(y, a:) = 0, a; = -, 1^/ = ^ hat die Integrale e^ 

(23.) r = /(±rc'^-+^)ie.,r + S--"'icL,H(-2r^)rf^. 

Wenn bei a:=>^ « in g{s^x^ sich findet, so ist iw^/— 1, Co von Null ver- 
schieden. 
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Aus (23.) folgt, dass dann in F, (y, x), t — -^ I / ~ S, bei ? = zwei eer- 

schiedene fundamentale delerminirende Factoren enthaltet^ sind. Ferner ergiebt 
sich aus (23.), mögen bei ^ = zwei oder ein fundamentaler determinirender 
Factor vorkommen, dass in Bezug auf die Wurzeln der Exponentengleichungen 
dasselbe gilt wie in B a, b). 

c) fi (1.) hat, wenn in dem Falle b, a) s vorkommt (entsprechend ist 

es in dem Falle a), die Entwickelung e'""' x'2: kci x~% wo e""' ein fundamentaler 

determinirender Factor von F2 (y, x) bei o? = 00, der andere sei e'\ Daher 
hat ür^ Fi(J2y^x) bei x = ^c die fundamentalen determinirenden Factoren 
1 und e"'-"'*\ Die zu jedem zugehörige Exponentengleichung ist ersten 

Grades. Dadurch ist bei dem regulären Integrale y aus fi(yfSyx) = die 

Entwickelung von —r^ bei x = 00 aus JQ~* F2 (i2y, x) = eindeutig be- 

Stimmt. (Eine solche Entwickelung wird bei dem Verfahren in No. 7,1, B, C, II. 
gebraucht). £1 (1.) hat, wenn in dem Falle b, ß) s vorkommt, nachdem 

I . — OD , 

a? = -, yt^'Q gesetzt ist, die Entwickelung «"'"J^ä^tS"', wo iti ein funda- 

t 

mentaler determinirender Factor von F^d/^x)^ ^~7^ )^'i =t» Der andere 

sei e^^^ Daher hat Q''^ F.i(S2 y ^ x\ nachdem x = jy V^< = £ gesetzt ist, bei 

^=0 die fundamentalen determinirenden Factoren 1 und e''*"*^'. Die zu 
jedem zugehörige Exponentengleichung ist ersten Grades. Bei dem regu- 
lären Integrale y ist dann die Entwickelung von -^^ bei C = eindeutig 

aus i2"^F2(Jf2y,a?) = 0, wo x= , v7=^ gesetzt ist, bestimmt. 

IIL Es seien nun bei den singulären Punkten von F2(y, a?) = (bei 
den Punkten, in welchen die rationalen Coefficienten unendlich werden, 
ausserdem bei x = oü) die fundamentalen determinirenden Factoren und zu- 
gehörigen Exponentengleichungen aufgestellt. (Diese Aufgabe ist ausfllhrlich 
behandelt in No. 2. der Abhandlung Bd. 117, wo die Zerlegung von F-ziy^x) 
in ein System von zwei Differentiaiausdrllcken ersten Grades mit rationalen 
Funktionen von x als Coefficienten vorgenommen ist). Die Punkte, in denen 

P(x) in s^]/P(x) verschwindet^ finden sich unter den singulären Punkten von 
P7(y,x) = (IIA.). Bei einem singulären Punkte a sei (x— a)* = ^ gesetzt, 

Wodurch F2(y,x) == [^-^J GjCy, ^). Die fundamentalen determinirenden 

17* 
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Factoreii von G2 (y, S) bei S = 0, gehen aus denen von F2 (y, x) bei a? = a 
hervor, indem x—a = l^^ gesetzt wird; die Wurzeln der zu jedem fundamen- 
talen determinirenden Factor von Riiy^x) gehörigen Exponentengleichung 
mit 2 multiplicirt, geben die Wurzeln der zu dem entsprechenden fundamen- 
talen determinirenden Factor von 62(^,0 gehörenden Exponentengleichung. 
(In einem homogenen linearen Differentialausdrucke m-ter Ordnung mit 
rationalen Coefficienten F„Xy,x) bleibt, wenn x — a^t'^ gesetzt wird, der 
charakteristische Index ungeändert gemäss Formel (5.) Abh. Bd. 115 No. 5. 
Die Wurzeln der ursprünglichen Exponentengleichung mit R multiplicirt 
sind die Wurzeln der neuen Exponentengleichung, wie sich durch das Ver- 
fahren Abh. Bd. 96 S. 198, 199 ergiebt. Dieses ist weiter auf e'^'F^.iery, x) 
anzuwenden). Der singulare Punkt a von F-ziv^ x\ bei dem (x — «)* = ^ gesetzt 
ist, sei ein solcher^ für den P(x) verschwindet. Dann müssen die Wurzeln der 
zu den fundamentalen determinirenden Factoren von G2(t//Q gehörenden Ex- 
ponentengleichungen, wenn zwei verschiedene fundamentale determinirende 
Factoren vorhanden sind, einander gleich sein, wenn nur ein fundamentaler 
determinirender Factor besteht, sich um eine von Null verschiedene ganze Zahl 
unterscheiden (II. B a, b). 

Damit sind also die möglichen Werthe, für welche P(x) verschwindet 
bestimmt y und demnach unter Berücksichtigung^ dass wenn l\x) von ungeradem 
Grade ist, F. Cy, x) bei x =^ 00 die Bedingung II C b ß) erfüllen muss, auch die 
möglichen Ausdrücke P(x) bekannt. 



Nachdem s = i^ P(x) ermittelt ist, wird nun zur Zerlegung von Fi^y, x) 
in ein System, dessen erster Bestandtheil fi{y,Syx) sein soll, das Verfahren 

aus No. 5, 6, 7 angewandt. 

Die hier vorliegende Function s hat bei jedem Windungspunkte im 
Endlichen die in No. 1 IL B, ß) angegebene Beschaffenheit. Bei a: = 00 

wird s = x's gesetzt; dann hat «', wenn P(x) vom Grade 21 ist, für a?=- , 

/ = zwei von einander verschiedene Werthe, wenn P(x) vom Grade 2/— 1 
ist, bei / = die in No. 1 II. B ß) genannte Eigenschaft. Es ist nach 
No. 2 II. D die Form des im Bereiche s regulären Differentialausdruckes (5.) 
hier nothwendig, ferner ist die Ermittelung der allgemeinen Ausdrücke des 
determinirenden Factors S2 gemäss No. 1 (2.), (4), (6.), welche möglich sind, 

hier bestimmt No. 5 III., No. 6 I., IL B, IIL), bei welchen —^ß— also s 

^ ' ' ^' dx 
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enthalten soll, wobei die in II C), angegebenen Bedingungen erfüllt sein 
mU88en. Combinirt nach No. 5 III. B werden hier nur solche zwei 12, die 
durch Vertauschen von s mit — « auseinander hervorgehen. 

Alsdann ist auf den Differentialausdruck £2~^F2(S2y,x) das Verfahren 
No. 7 anzuwenden, um zu ermitteln, ob derselbe in ein System, dessen 
erster Bestandtheil fi(y,SyX) sein soll, sich zerlegen lässt. Hierzu ist Fol- 
gendes zu bemerken. Nach No. 7 I. A b o) ist bei einem Punkte b^ in 
welchem P(x) verschwindet, in Bezug auf das reguläre Integral y aus 

Ä (y^ ^9 ^) = 0) (^ — *)* = ^1 dl® formelle Entwickelung von -^y^ in den 
zwei ersten GKedern ^"^ und ^ erforderlich. Nach II. B) ist diese Entwicke- 
lung bestimmt, so lange nicht der Fall B b /?) eintritt, d. h. wenn —7^ in 
(5*.) in einem Punkte a: = 6 unendlich wird, ohne dass der Ausdruck 
^^ =g{s,x) bei demselben Punkte b s enthält. Wird von diesem Falle 

aas 

abgesehen, so sind die genannten formellen Entwickelungen bestimmt. So- 
dann ist nach No. 7 I. B c); C); II. bei einem der singulären Punkte von 

i2'"^F2(i2y, a?) = im Endlichen und jedem der ein- oder zweiblättrigen 

1 

Windungspunkte in «, (x—ay = ?, (2^fl), oder bei x = oo in Bezug auf 
das reguläre Integral y aus fi(y,s,x) = die formelle Entwicklung von 

J^^ erforderlich. Für diesen singulären Punkt kann man hier immer 

einen solchen nehmen, bei dem in dem Ausdrucke von .| " = g(s, x) 

$ vorkommt da bei diesem Punkte s, bezüglich s bei a? = 00, die in No. 7 II. 
angegebene Eigenschaft hat, und nach IL B a) C c) bei diesem Punkte, wo 
Sir^ Fi^Q y y x) zwei fundamentale determinirende Factoren hat, die genannte 
Entwickelung bestimmt ist. 

Wenn man also von folgendem Falle absieht — in einem Punkte b, 
in welchem P(x) verschwindet, wird der Factor von s in dem Ausdrucke (5*.) 
(dem zu f(y,8,x) gehörenden im Bereiche« regulären Differentialausdrucke) 

unendlich und zugleich enthält der Theil in dem Ausdrucke von ^^ = g(s, x) 

bei demselben Punkte b nicht s — so muss sich bei der Untersuchung, ob 
der Differentialausdruck S2~^ F2(S2y, x) nach dem Verfahren von No. 7 in ein 
«System zerlegt werden kann, dessen erster Bestandtheil ein im Bereiche s 
regulärer Differentialausdruck ist, falls überhaupt eine solche Zerlegung 
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besteht, alles durchfuhren lassen, ohne dass man auf unbestimmte Con- 
stanten stösst. 

11. 

Rückblick und Abscbluss. 

Im Anschluss an den in Abhandlung Bd. 122 No. 3 enthaltenen 
Rückblick auf die bis dahin in diesem Journal veröffentlichten Arbeiten des 
Verfassers über lineare Differentialgleichungen wird hier ein Rückblick auf 
den Inhalt der vorliegenden Abhandlung geworfen. 

Es war in Abhandlung Bd. 122 der Begriff eines im 13ereiche einer 
irreductiblen algebraischen Function s normalen Differentialausdruckes auf- 
gestellt worden. Dieses ist ein Differentialausdruck, der sich auf die Form 

e^' f(er^y^ ä, x) bringen lässt, wo W eine rationale Function der unabhängigen 

Variablen a?, fit/^ s, x) ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck ist. 
In der genannten Abhandlung wurden Systeme solcher Differentialausdrücke 
betrachtet und es wurde derjenige Zusammenhang zwischen der homogenen 
linearen Differentialgleichung F,„(y, s, x) = 0, welche x und s rational in den 
Coefficienten enthält, und ihrer Connexdifferentialgleichung ^^vCy^ ^) = er- 
mittelt, dass wenn F,^{y^Syx) durch ein vorhin genanntes System darstellbar ist, 
^,v(y, x) durch ein System normaler Differentialausdrücke sich darstellen lässt 
und umgekehrt. Bei dieser Darstellung von ^>^.(y,ar) war die Integration der 
Differentialgleichung FJjf^ Syx)=0 auf die der Differentialgleichung ^.vCy, a?) = 
in Abb. Bd. 121 zurückgeführt. 

Da somit die Integration von F^(y, «, a?) = 0, vermittelst der Inte- 
gration der Connexdifterentialgleichung ^^y(y,x) = 0^ wenn ^y(y,x) durch 
ein System normaler Differentialausdrucke dargestellt werden kann, dem 
Falle entspricht, wo F,„(y, «, x) durch ein System im Bereiche s normaler Diffe- 
rentialausdrUcke darstellbar ist, so wird, um weitere Fälle der Integration 
einer homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebra- 
ischen Coefficienten zu erhalten, zunächst der Begriff eines im Bereiche t 
normalen Differentialausdmckes verallgemeinert. In dem Differentialausdrock 

e"Y(e"" y,«,£p) sind die Coefficienten der Ditterentialquotienten ganze rationale 
Ausdrücke von der Grösse -i- und ihren Ableitungen. Die Verallgemeinerung 

muss also darin bestehen, dass -:- eine rationale Function von x und s ist 

' dx 

gißyx). Dabei war der Ausdruck von g(syx) so zu bestimmen, dass ein 
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Differentialausdruck, der sich auf die Form e^f{er^yySyx\ W^fg{8,x)dx^ 
bringen lasst, diese Form nur auf eine Weise annimmt, No. 1 der vorliegenden 
Abhandlung. Ein solcher Differentialausdruck ist ein verallgemeinerter im 
Bereiche s normaler Differentialausdruck genannt worden, e^ =^ Q, der deter- 
minirende Factor, /(y, s, x) der zugehörige im Bereiche s reguläre Diffe- 
rentialausdruck. Der früher definirte im Bereiche s normale Differential- 
ausdruck ist dabei mit umfasst. Die Form eines im Bereiche s regulären 
Differentialausdruckes ist in No. 2 discutirt. Für Systeme verallgemeinerter 
im Bereiche s normaler Differentialausdrlicke bestehen dieselben Sätze, No. 3, 
wie für Systeme normaler Differentialausdrücke (in denen also rationale 
Functionen von x allein als Coefßcienten vorkommen), die ursprünglich in 
Abhandlung Bd. 83, No. 7, sodann in der üebersicht Bd. 96 No. 8 enthalten 
sind. Von einem im Bereiche s regulären Differentialausdrucke gilt der 
Satz, dass die Summe der Wurzeln aller Exponentengleichungen bei den 
singulären Punkten ganzzahlig ist, diese ganze Zahl wird bestimmt in 
No. 4. Nunmehr wird die Aufgabe behandelt, einen vorgelegten homogenen 
linearen Differentialausdruck, der x und s rational in den Coefficienten ent- 
hält, Fjj{y,8, x) darauf hin zu untersuchen, ob derselbe sich durch ein System 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellen lässt. 
Die Behandlung gründet sich, wie bei einem Differentialausdruck, der durch 
ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt werden soll, auf die 
Aufstellung der fundamentalen determinirenden Factoren und zugehörigen 
Exponentengleichungen bei den singulären Punkten von Fj^(y, s, x). Die 
Gruppirung der ermittelten fundamentalen determinirenden Factoren und der 
Wurzeln der Exponentengleichungen unter Anwendung des Satzes aus No. 4 
ist hier, No. 5, ausführlich auseinandergesetzt. Es ist dieses das allgemeine 
Verfahren, auf welches bei rationalen Functionen von x als Coefficienten 
hl Abb. Bd. 117 hingewiesen war. Die Herstellung der Grössen S2 = ef^^'''^^' 
aas den fundamentalen determinirenden Factoren ist in No. 6 gegeben. Die 
Zerlegung eines vorgelegten Differentialausdruckes in ein System, dessen erster 
Bestandtheil ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck vom Typus ist, 
der bei jeder irreductiblen algebraischen Function s gilt, geschieht in No. 7 
nach einer Methode, die durch Verallgemeinerung der bezüglichen Methode 
bei rationalen Functionen von x als Coefficienten hervorgeht Durch Zu- 
sammenfassen der Operationen aus No. 5, 6, 7 ergiebt sich ein systematische^ 
Verfahren, No. 8, um in dem Hauptfalle die Zerlegung des vorgelegten 
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Differential ausdruckes F^(y, s, x) in ein System verallgemeinerter im Bereiche 
8 normaler DifferentialausdrQcke za ermitteln. Wenn der Differentialansdmck 
einer Differentialgleichung durch ein solches System dargestellt ist, so ge- 
schieht die Aufstellung der Integrale der Differentialgleichung bei den singu- 
lären Punkten durch Systeme normaler Elementarintegrale ohne specielle 
Convergenzbetrachtungen; die durch unbestimmte Integration gebildeten 
Functionen werden wie in den früheren Fällen vermittelst bestimmter Inte- 
grale ausgedruckt. Es konnte in Bezug auf die Integrationsmethoden bei 
homogenen und nichthomogenen Differentialgleichungen hier, No. 9, kurz auf 
das Frühere hingewiesen werden. In No. 10 ist dann eine Anwendung auf 
eine vorgelegte homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
rationalen Functionen von x als Coefficienten gemacht für den Fall, dass die- 
selbe die Gonnexdifferentialgleichung einer homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung ist, welche rational nebst x eine zweiwerthige 
algebraische Function s in den Coefficienten enthält. Letztere Function wird 
hier zunächst ermittelt. Der hier untersuchte Differentialausdruck zweiter 
Ordnung ist nicht zerlegbar, so lange rationale Functionen von x allein 
als Coefficienten in Betracht kommen, dagegen wird der Differentialausdruck 
zerlegbar, und diese Zerlegung geschieht nach dem im Vorhergehenden ent- 
haltenen Verfahren, wenn die zweiwerthige algebraische Function in den 
Coefficienten auftritt. — 

In dem Cyklus der von dem Verfasser in diesem Journal veröffent- 
lichten Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen ist als Hauptauf- 
gabe diejenige behandelt, die Integrale der linearen Differentialgleichungen 
bei den singulären Punkten darzustellen, wenn dort nicht alle Integrale 
regulär sind. Zu dem Zwecke ist die Zerlegung des homogenen linearen 
Differentialausdruckes ins Auge gefasst. Die Zerlegung eines homogenen 
linearen Dift'erentialausdruckes mit ein- oder mehrwerthigen algebraischen 
Coefficienten in ein System von DifferentialausdrUcken ist auf algebraischem 
Wege zur Ausführung gebracht, wenn die Bestandtheile des Systems die 
Form e^f(e~^y,x) haben, wo V eine rationale Function der unabhängigen 
Variablen x, f{y, x) ein allenthalben regulärer homogener linearer Diffe- 
rentialausdruck mit rationalen Functionen von x als Cofficienten ist, oder 
wenn die Bestandtheile des Systems die Form e^f(e~^^y,s,x) haben, wo 

-^— eine rationale Function von x allein oder von x und der algebraischen. 



I 
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Function s von x ist, f(j/yS^x) ein allenthalben regulärer homogener linearer 

Differentialansdruck mit rationalen Functionen von x und s als Coefficienten. 

Wenn die Differentialgleichung die algebraische Function s in den Coefficienten 

enthält, so kommt auch die Zerlegung des Differentialausdruckes der Gonnex- 

differentialgleichung in Betracht. Die Aufstellung der Integrale bei den 

singulären Punkten geschieht in diesen Fällen durch Systeme normaler 

Elementarintegrale. Hierbei bedarf es keiner speciellen ConvergeMbetrachtungen. 

Die durch unbestimmte Integration gebildeten Functionen werden vermittelst 

bestimmter Integrale ausgedrückt, bei welchen die Integrationsvariable mit 

der unabhängigen Variablen in der Function multiplicirt ist und über die 

Peripherie des Einheitskreises sich erstreckt. Die Werthe dieser bestimmten 

Integrale in den Entwickelungen ergeben sich unmittelbar. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
im Anschlüsse an das Riemannsche Problem. 

(Erste Abhandlung.) 

(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 



Einleitung. 

Nachdem Riemann im Jahre 1857 auf Grund der in seiner Inaugaral- 
Dissertation begründeten Methoden die Theorie der durch Gauss^che Reihen 
darstellbaren Functionen entwickelt hatte,*) scheint er die Hoffnung gel^egt 
zu haben, dass es ihm möglich sein werde, mit denselben Methoden auch 
die Theorie der Functionen, die beliebigen linearen Differentialgleichungen 
mit algebraischen Coefficienten genügen, zu begründen. In der gedachten 
Abhandlung sagt er (S. 67, Zeile 9 — 11 v. u.), dass die zur Behandlung der 
durch die Gauss^che Reihe darstellbaren Transcendenten von ihm benutzte 
„neue Methode ... im Wesentlichen auf jede Function, die einer linearen 
Differentialgleichung genügt, anwendbar bleibt", und später, in der Theorie 
der ^6e/schen Functionen (S. 138, Zeile 9 — 11 v. u.) erklärt er geradezu, 
dass er „eine ausführliche Theorie der Functionen, welche einer linearen 
Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten genügen . . . nach den 
hier (sc. 1. c.) angewandten Principien nächstens zu liefern beabsichtige". 

Riemann hat aber über diesen Gegenstand in Druckschriften nichts 
weiter bekannt gemacht. 

Dagegen erschien noch bei Lebzeiten Riemann^, allerdings zu einer 
Zeit, wo sich Riemann**) bereits schwer leidend zumeist in Ober-Italien auf- 
hielt, die Arbeit von Herrn Fuchs***}^ in welcher die Grundlagen der all- 



*) Werke, II. Auflage (Leipzig 1892), S. 67 IT. Auf diese Ausgabe beziehen sich 
auch alle folgenden Citate. 

^ ergl. Riematms Werke, S. 556, 557. 

*) 1865 im Programm der Berliner Gewerbeschule, 1866 im 66. Bande dieses 
Journals S. 121—160. 
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gemeinen Theorie der Lösungen linearer Differentialgleichungen nach einer 
Methode entwickelt werden, die auf der Anwendung und Weiterentwickelung 
der von Cauchy für die Untersuchung der Lösungen von Differentialgleichungen 
Überhaupt geschaffenen, von Briol und Bouqnet fUr die Ausgestaltung der 
Theorie der Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung nutzbar 
gemachten Principien beruht, also von der durch Riemann in seiner Inaugural- 
Dissertation begründeten und im Falle der durch die Gausssche Reihe dar- 
stellbaren Functionen bewährten Methode wesentlich verschieden ist. 

Die Bände dieses Journals hatten bereits eine grosse Anzahl an diese 
erste Abhandlung des Herrn Fuchs anschliessender Arbeiten zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen gebracht, als im Jahre 1876 in der 
ersten Auflage von Riemanm gesammelten Werken*) eine vom 20. Februar 
1857 datirte Aufzeichnung Riemanm^ betitelt „Zwei allgemeine Sätze über 
lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Ooefficienten" aus Riemanm 
Nachlass veröffentlicht wurde. Merkwürdiger Weise blieb dieses Riemann- 
sche Fragment noch eine geraume Zeit nach seiner Veröffentlichung ohne 
erkennbaren Einfluss auf die weitere Entwickelung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, erst vom Jahre 1888 ab finden wir in einer Reihe 
von Arbeiten des Herrn Fuchs**) Bezugnahme auf gewisse in diesem Frag- 
mente angedeutete Begriffsbildungen. Neuerdings hat Herr F. Klein***) 
wiederholt auf dasselbe hingewiesen. 

Noch viel später als diese Aufzeichnung Riemann^ (erst Anfang der 
neunziger Jahre des XIX. Jahrhunderts) wurde, über den engen Kreis von 
HiemannQ Zuhörern hinaus, der Inhalt einer Vorlesung über die hyper- 
geometrische Reihe bekannt, die Riemann im Sommersemester 1859 gehalten, 
und worin er nicht nur, etwa in derselben Weise wie in dem ersten Theile 
des Fragmentes (S. 379 — 384), über allgemeine lineare Differentialgleichungen 
landelt, sondern namentlich bei der Untersuchung der Umkehrungsfunction 
des Integralquotienten einer Differentialgleichung der hypergeometrischen 
^GaussQchen) Reihe, Resultate und Gesichtspunkte entwickelt, die erst lange 
nach dem Tode Riemann^ von anderen Analysten neu entdeckt und für die 
Weiterentwickelung der Wissenschaft nutzbar gemacht worden sind.f) 

•) Herausgegeben von Herrn H, Weber unter Mitwirkung von Herrn Dedekind. 
•*) Beginnend Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1888, S. 1273. 



) Vergl. Mathem. Annalen. Bd. 46, S. 83. 
f) Uns ist diese Vorlesung seit dem Herbste 1898 durch eine Abschrift bekannt, 

18* 
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Wenn die Nachwelt auf diese Weise zur Ueberzeugung gelangen 
konnte, dass Riemann selbst sieb einen tiefen Einblick in die Natur der 
Lösungen linearer Differentialgleichungen verschafft haben mochte, so muss 
doch auf der anderen Seite festgestellt werden, dass die von Riemann bei 
seinen Lebzeiten in Druckschriften nicht veröffentlichten Ideen, wenn über- 
haupt, so doch nur den wenigen, die jene Vorlesung im Jahre 1859 in 
Göttingen gehört und verstanden haben, bekannt sein konnten, dass sie so- 
mit auf die Entwickelung der Wissenschaft in keiner Weise eingewirkt haben, 
und als Dokumente für die Geschichte der Mathematik erst von dem Tage 
ihrer Veröffentlichung durch den Druck an in Betracht gezogen werden 
dürfen. 

Wenn wir uns nun die Frage vorlegen, weshalb wohl Riemann seine 
1857 ausgesprochene, eingangs erwähnte Absicht „eine ausführliche Theorie 
der Functionen, die linearen Differentialgleichungen mit algebraischen Coeffi- 
cienten genügen, nach den hier (y46e/sche Functionen) angewandten Principien 
nächstens zu liefern" nicht ausgeführt hat, so werden wir die Ursachen hierfür 
nicht allein in äusseren Verhältnissen suchen dürfen, sondern auf Grund der uns 
bekannt gewordenen nachgelassenen Aufzeichnung*) (die wir stets kurz als 
„Fragment" citiren wollen) die Annahme in Erwägung ziehen müssen, dass 
Riemann die geplante Publication unterlassen habe, weil er zu keinem, die 
hohen Ansprüche, die er an seine Veröffentlichungen zu stellen gewohnt 
war, befriedigenden Abschluss seiner Untersuchungen gelangt war. 

Riemann hatte erkannt,**) dass jeder Zweig einer Function von a?, 
die einer linearen Differentialgleichung w-ter Ordnung mit rationalen Coeffi- 
cienten genügt (den Fall algebraischer Coefficienten, den Riemann a. a. O. 
ebenfalls betrachtet, lassen wir der Einfachheit wegen bei Seite) „sich linear 
mit Constanten Coefficienten in n flir jeden Werth von x eindeutig bestimmte 
Functionen ausdrücken lässt, welche freilich dann längs eines gewissen 



die Herr Fuchs nach einer von Herrn c. Bezold (der die Vorlesung gehört hat) in Gabeis- 
bergerscliQr Stenographie angefertigten. Herrn Fuchs im Jahre 1894 mitgetheilten, gegen- 
wärtig im Besitze der Göttiuger Universitätsbibliothek befindlichen (vergl. Göttinger Nach- 
richten vom Hl. Juli 1897) Nachschrift, in Currentschrift hat herstellen lassen. 

*) Werke S. 379 — 390. Da wir es nur mit den auf die allgemeine Theorie der 
linearen Differentialgleichungen bezüglichen Kesultaten zu thun haben, können wir von 
der erwähnten Vorlesung aus dem Jahre I8r)9 absehen. 

♦*) Werke, S. 379, Fragment. 
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liiniensystems unstetig sein müssen^. In der Abhandlung über die Gauss- 
«che Reihe hatte er eine solche Function für n = 2 und den Fall, dass nur 
drei Verzweigungspunkte vorhanden sind, durch Angabe dieser drei Punkte 
und der das Verhalten der Function in der Nähe der Verzweigungspunkte 
charakterisirenden drei „Expouentenpaare^ definirt und gezeigt, dass die- 
selbe „bis auf zwei linear in ihr enthaltene Oonstanten völlig bestimmt ist^. 
Die Existenz einer diesen Bedingungen genügenden Function ergiebt sich, 
wie Riemann ausdrücklich hervorhebt, „später durch die wirkliche Dar- 
stellung dieser Function mittelst bestimmter Integrale und hypergeometrischer 
Reihen, und bedarf daher keiner besonderen Untersuchung***). 

Für den allgemeinen Fall eines beliebigen n legt Riemann im Frag- 
mente eine wesentlich andere Definition zu Grnnde. Er geht nicht auf eine, 
Boudern auf ein System von n Functionen von x aus, für die er fordert**), 
dass sie „ftlr alle complexen Werthe der Grösse {x) einändrig und endlich 
fiind ausser für a, 6, c, ..., g^^ ferner schreibt er jetzt nicht mehr die Ex- 
ponentensysteme bei den Verzweigungspunkten vor, sondern verlangt***): 

n 

^durch einen positiven Umlauf des x um a gehe y, in JS^ -^PVi? ^2 in 

i= 1 

^Af^yi] ...; Hn in JS'^J^^y,. über und ähnlich durch einen positiven Umlauf 
^m b y, in JS^ßJ^^y^, etc., durch einen positiven Umlauf um g g^ in -TCj^^y,;* 
^nd dann weiterf) „dass die Functionen y nirgends unendlich von unendlich 
"hoher Ordnung werden", was im Falle « = 2 und dreier Verzweigungs- 
punkte schon in der Definition der Exponentenpaare (S. 69.) enthalten war. 

Dabei denkt sich Riemann, wie aus verschiedenen Stellen hervorgehttt), 
sowohl die Verzweigungspunkte a, b, c, . . .^ g als auch die Substitutionen 
(A^'^), . . ., (GJ^O fcillkürlich gegeben. 

Während es nun Riemann gelingt, mehrere Eigenschaften der durch 
diese Definition postulirten Fnnctionssysteme abzuleiten, ist in dem Frag- 
mente die Frage der Existenz nicht berührt. — Da Riemann^ wie bereits 
erwähnt, in der Abhandlung über die Gauss^che Reihe die Existenzfrage 



♦) Werke, S. 68, 69, 75. 

♦♦) S. 379, Zeile 5—7 v. u. 
♦♦•) S. 380, Zeile 5—8 v. o. 

t) S. 382, Zeile 9-11 v. o. 
ff) S. 380 letzte Zeile — 381 Zeile 1-3 v. o.; S. 386 Zeile 11, 12 v. o. 
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scharf formalirt and durch die sich a posteriori ergebende Darstellang er- 
ledigt, kann es als ausgeschlossen gelten, dass er im Falle des allgemeinen 
Problems an diese Frage nicht herangetreten sein sollte; man muss viel- 
mehr annehmen, dass er dieselbe wohl erörtert, aber an der Unmöglichkeit 
sie zu beantworten gescheitert ist, und darum von einer Veröffentlichung 
seiner, ohne Existenzbeweis der Grundlage entbehrenden Untersuchungen 
Abstand genommen hat. 

Ueberhaupt lässt die Entwickelung , welche die analytische Theorie 
der linearen Differentialgleichungen seit ihrer Begründung durch Herrn 
Fuchs genommen hat, erkennen, dass auf dem Wege, den Riemann zu gehen 
versucht hat, ein Eingang in diese Theorie schlechterdings nicht zu er- 
zwingen war, da die Frage der Existenz, der durch die Riemann^chen For- 
derungen postulirten Functionen Schwierigkeiten darbietet, die zu einer Zeit, 
wo man in die analytische Natur der Lösungen linearer Differential- 
gleichungen noch so gut wie gar keine Einsicht hatte, unüberwindlich sein 
mussten. 

Dagegen dürfte gegenwärtig der Versuch gerechtfertigt erscheinen, 
ausgerüstet mit den in den letzten 35 Jahren zu Tage geförderten Ergeb- 
nissen der Theorie der linearen Differentialgleichungen, an eine Behandlung 
des Riemannschen Problems (wie wir die Aufgabe der Bestimmung eines 
Functionssystems von der in Riemann^^ Fragment geforderten Beschaffenheit 
kurz nennen wollen) heranzutreten; insbesondere scheinen hierfür zwei Um- 
stände zu sprechen. 

Das eine Mal bietet sich der Klassenbegriff*)^ der in den im letzten 
Decenniura erschienenen Arbeiten zur Theorie der linearen Differential- 
gleichungen eine so bedeutsame Rolle spielt, ganz unmittelbar und natur- 
gemäss dar, wenn man vom fli>fwa;i;i8chen Probleme ausgeht, das andere 
Mal zeigt eine Vergleichung dieses /2te/7ta»/ischen Ausgangspunktes mit dem 
FiicÄ^schen (bei welchem die lineare Differentialgleichung als das ursprünglich 
Gegebene gilt), dass der Fall, der bei dem einen der „allgemeine'' ist, bei 
dem anderen als „specieller" erscheint und umgekehrt, eine Erscheinung, 
die auch in anderen Gebieten der Mathematik oft beobachtet wird, wenn 
man denselben Begriff von zwei verschiedenen Seiten aus betrachtet und 
die nicht selten zu neuen Aufschlüssen über die Natur jenes Begriffes ge- 
geführt hat. 

♦) Werke, S. 380, Zeile 1, 2 v. u. 
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Wir unterscheiden nun die drei Fälle, in denen die durch die 
Gleichung 

1 ^'iVl 1 1 



V :Zi^2 2gJ 



definirte Zahl v negativ, gleich Null oder positiv ist, und beschränken 
uns, da die Fälle v — Q und vZ>0 nur zu wohlbekannten speciellen Gruppen 
Veranlassung geben, auf den Fall 

y<0. 

Dann bestimmen die a + 1 Zahlen 

9li9i) ""i9ai9a + \ 

einen Typus*) holoedrisch isomorpher FiicA^scher Gruppen vom Geschlechte 
Null der ersten, zweiten oder sechsten Familie**). Den Fundamentalbereich 
Fü einer solchen Gruppe construiren wir in folgender Weise. 

Die Seiten von Fo seien Kreisbogen, die den Einheitskreis einer 
i7-Ebene unter rechten Winkeln schneiden und ganz im Innern dieses Kreises 
verlaufen. Die Ecken von F,, bezeichnen wir in der Reihenfolge, wie sie 
im positiven Sinne auf einander folgen, durch 

und es bilden ^1,^2, ...,io j^ für sich einen Cyklus, wo der Winkel bei A, 
gleich — ist, während 

9m 

zusammengenommen einen Cyklus mit der Winkelsumme — bilden. Die 

projectiven Substitutionen A^ in der Variabein 1?, die die Seiten (A,, ij+i*^) 
in die benachbarten (i,, )S^l^ transformiren, wo 

bilden mit 

eine Basis der durch Fo bestimmten FticA^schen Gruppe ^, und es ist fttr 
diejenigen A^ für welche g^ einen endlichen Werth besitzt 

(3.) AI' = 1. 



•) Classe bei Herrn Poincari, Acta Mathem. Bd. IV, S. 235. 
**) Für die Terminologie vgl. die Arbeiten des Herrn Poincari, Acta Mathem. Bd. L 




Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 145 

Da nach einem bekannten Satze des Herrn Poincare die Relationen 
(2.), (3.) die einzigen von einander unabhängigen Beziehungen sind, die 
zwischen den Substitutionen Ai^ ^o, ..., A^^ A„^i bestehen, ist die Gruppe S- 
mit der Gruppe m dem Sinne isomorph, dass jeder Substitution von & 
nur eine wohlbestimmte Substitution von entspricht. Die Gruppe & gilt 
dabei als Repräsentant des ganzen Typus, der durch die Zahlen g^gz^^'^ga^go+i 
bestimmt ist, und hängt auf diese Weise noch von gewissen unbestimmten 
Parametern ab, die eine reale (2 a— 4)-fkche Mannigfaltigkeit M^ erfüllen. 

Wir gehen nun von den projectiven Substitutionen der Gruppe d- zu 
den homogenen linearen unimodularen Substitutionen in zwei Grössen tii,fi2 
über. Die bei diesem Uebergange auftretende Ambiguität des Vorzeichens 
ist zwar für die folgenden Betrachtungen meist unwesentlich, wir setzen aber 
gleichwohl fest, dass wenn für die Substitution 

die Zahl g^ eine endliche, diese Substitution also eine elliptische und ihre 
oanonische Form 

ist, die entsprechende homogene Substitution in den Wj, Ui, t?i, t?2, wo 

«.=''' ^ = ^' 
in der Form 

^2 — ^x t?i = e ^ ^«^ (U2 — l^u,) 

genommen werden soll*). Bezeichnet man dann die dem A^ entsprechende 
liomogene Substitution für einen Augenblick durch §(«, so ist 

Die Gruppe der so entstehenden homogenen Substitutionen bezeichnen 
^r durch /, die einer Substitution St] von & entsprechende Substitution 
^on t werde durch 



*) Abweichend von Bitter, Mathem. Annalen, Bd. 41, S. 23. 

Jounial für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 2. 19 



(5.) 



146 Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 

augedeutet. Es seien 

die in irgend einer Reihenfolge geschriebenen Substitutionen von & und 
möge der Substitution Sy die Substitution Ty von entsprechen, dann sind 
in der Reihe 

-«0? ■*n '21 • • • 

jedenfalls alle Substitutionen von enthalten. 
Wir bilden nun die n ReihöTn 

(4.) Z, (n,,u,) = i T;' cp, (S, ii„ S^u,) («=t/^ ). 

wo die 

homogene rationale Functionen des Grades —2m in den u^^ th bedeuten. 
Setzen wir 

so ist 

(6.) Uv) = i, n '^.(s. r/) C'-^'^'')"' 

und es folgt nun aus den Untersuchungen des Herni Poincare*\ dass die 
Reihen (6.) und folglich auch die Reihen (4.) für Werthe ri beziehungsweise 
Werthepaare «i, «2, die nicht zu den Unendlichkeitsstellen der rationalen 
Functionen H^ (rf) beziehungsweise (f„ (ti, , 1*3) gehören, oder aus solchen durch 
Substitutionen der Gruppen & beziehungsweise l hervorgehen, und die den 
Ungleichungen 

|7y|<l, bez. |w.r-h,P<0 

genügen, und für hinreichend grosse Werthe der positiven ganzen Zahl m 
unbedingt convergiren, sofern die gegebenen Substitutionen 

«0 beschatfen sind, dass die absoluten Beträge der Wurzeln der Fundamental- 
gleichungen, die zu denjenigen Substitutionen von gehören, die parabo- 
lischen Substitutionen von & entsprechen, gleich Eins sind. Da irgend eine 
in d^ enthaltene parabolische Substitution S aus einer parabolischen A^ unter 
den Sttbstitionen 

^11 ^i^ •••? "'•o? ^o-\-l 

*) Acta Mathematica Bd. 5, S. 233 ff., 257 ff. 
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Sei A, eine Ecke von F,, für welche das zugehörige g^ eine endliche 
Grösse ist, und wie oben 

AjtV — Ax T] — Äj, 

* ' 1 ^ pifx ' - ' 

die canonische Form der elliptischen Substitution A^ri (es ist dann IS^^ das 
Spiegelbild von l^ in Bezug auf den Einheitskreis der 97-Ebene) so kann 
man*) eine unendliche Reihe 

1 , ^1, ^2^ .... 

von Substitutionen der Gruppe & angeben, von der Art, dass jede Substi- 
tution von 1^ in der Form 

« 

darstellbar wird. Entsprechend kann dann jede Substitution von in 
der Form 

geschrieben werden, wenn T^ die dem -2*^ entsprechende Substitution von 6 
bedeutet. 

Setzen wir 
SO kommt 

Sei ferner B, diejenige Substitution, welche A, in die canonische 
Form transformirt: 

lo^i ... 0^ 

(0x2 ... ^^ 



B^ A^ B, * = I - , 



. . . w 



xn 



und setzen wir 



*) Vorgl. Poincare, Acta Matheni. I, S. 214; Haudl.uch, Bd. II, 2, S. 194. 
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80 kommt 

Nun ist wegen 
eine ganze Zahl, setzen wir also 

so erhalten wir 

g —l j' 2niQ 






Nun ist aber offenbar 



,7*^//^«^lO = (p,,(?-^0, 



= 



WO (fyx den Algorithmus einer rationalen Function bedeutet, wir haben 
folglich 



»-=0 



und in einer gewissen Umgebung von ^ = 

xi(X) = C"''^-'"(«o+«,^^' + «2r"'+... ad inf.). 

Hieraus folgt, dass in einer gewissen Umgebung von ^=^, die Ent- 
wickelungen gelten 

(8). Uv) = i;cK^-0"'''-~"'"^'''^(/^o+Ä(r/--0 + ... ad inf.) , 

wo die ci Constanten, die q,x positive ganze Zahlen, die /?„, /?,,... ebenso 
wie die «y, «i, . . . Entwickelungscoefficienten bedeuten. 

Es verhallen sich also die §^ in der Umgebung von rj = l^ wie ratio- 
nale Functionen von ^, und die xi werden für r] = X^ gleich Null von einer 

Ordnung^ die 

= m,x-m (mod. g,) 
ist. 

Bedeutet l^ eine Ecke von F,„ für die das zugehörige g^ unendlich 

gross, die also Doppelpunkt einer parabolischen Substitution A^ri 

1 ^ 1 , 
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ist, so hat man eine, der eben im Falle eines endlichen g^ angestellten 
Discussion ganz analoge Erörterung anzustellen, die nur insofern etwas 
complicirter wird, als die Substitution A, jetzt nicht mehr in der canonischen 
Form lauter Diagonalglieder enthält. Mit Rücksicht darauf, dass die hier 
in Betracht kommenden Resultate der Theorie der linearen Substitutionen 
wohlbekannt und vielfach behandelt sind, unterdrücken wir die ausfuhrliche 
Darlegung der hier auftretenden Verhältnisse*) und merken nur das Re- 
sultat an: 

Die Functionen ^y(^) sind in der Nähe von l^ in der Form 

(9.) .%(7?) = t""\e^^^<P,(t)P,(t) + ,,. + e'9%(t)P,(Q\ c^lv...«) 

entwichelbary iro 

s- 2;ri 1 

log (üxl 

"^«M ^x2) • • -1 ^xq die von einander verschiedenen Wurzeln der zu A, gehörigen 
Fundamentalgleichung^ ^i, ..., ^^ gewöhnliche Potenzreihen von t sind, wo 
ferner Pi, . . ., P^ ganze rationale Functionen von den Graden ot^^ . . »^ ol^ von 
X, bedeuten, deren Coefßcienten gewöhnliche Potenzreihen von t sind und 

ist. 

Damit ist auch das Verhalten der Formen (4.) für alle Werthsysteme 

fi,, «2, die der Ungleichung (7.) genügen, vollständig beschrieben. 

n. 

Wir definiren nun allgemein als ein System zu den Gruppen und & 
gehöriger FwcA^scher Zetafnnctionen ein System homogener Functionen 
(— 2m)-ten Grades der ti,, t/^ (jn eine positive ganze Zahl), welches die Sub- 
stitution T der Gruppe erleidet, wenn auf ti,, u^ die Substitution S der 
Gruppe / oder ^ ausgeübt wird, welches sich ferner nach Absonderung 
des Factors «r^"' i" ein System eindeutiger Functionen von tj verwandelt, 
das im Innern des Fundamentalbereiches F„ den Charakter rationaler Functionen 
besitzt und in der Nähe der Ecken von F,, Darstellungen von der Form (8.), (9.) 
der vorigen Nummer zulässt. Aus den Untersuchungen des Herrn Poincare**) 

*) Man vergl. übrigens die hier einschlägige Discussion bei Herrn Poincarij Acta 
Mathem. Bd. V., S. 227, sowie auch Handbuch, Hd. II, 2, S. 336. 
') Acta Mathematica Bd. 5, S. 244—257. 



**' 
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folgt dann, dass sieb jedes solche System anch durch Reihen von der 
Form (4.), No. I. darstellen lässt, falls die positive ganze Zahl m hinreichend 
gross gewählt wird. 

Hat man «+1 Systeme solcher Zetaformen 

von den Graden —2m^ und setzt man 

so bestimmen sich die ^„1 ^m • • •? ^n proportional den Determinanten i»-ter 
Ordnung aus der Matrix 

(1.) (^//O 0^=1.2,...,»; i = 0,l,...,n); 

es ergiebt sich also f>^ proportional einer homogenen Function der Wi, 1/2 vom 
Grade 

2m„ — 2 2: niy = — 2M.,, 

die bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe t auf die u^^ 112 ungeändert 
bleibt, und sich nach Division mit u^^^f auf eine eindeutige Function 
von ri reducirt, die innerhalb des Fnndamentalbereiches Fy den Charakter 
einer rationalen Function besitzt, in der Nähe einer Ecke i^ dieses Bereiches 
für welche g^ einen endlichen Werth hat, eine Entwickelung von der Form 
(a.) ^ri^i;)9..-^, (,,, + ,, (^^ij + ... ad iuf.), 

in der Nähe einer Ecke i^ für die g^ — 00 ist, eine Entwickelung von 
der Form 

W (^-O"''''"(^o + M + «J' + -- ad inf.) 

» 

zulässt. Aus den Untersuchungen des Herrn Poincare*) ergiebt sich hiernach, 
dass diese Function von 7; als zu der Gruppe 1^ gehörige FuchsBche Theta- 
Reihe darstellbar ist, wir können also bei geeigneter Wahl eines Proportio- 
nalitätsfactors 

(2.) 9^ (fi, , 1I2) = J *^ (S^ «1 , S, u,) (.ii - o, ,, . .. ,0 



v = 



setzen, wo die *^^(tti, Uz) rationale homogene Functionen vom Grade — 2itf„ 
in den tii, «i^ bedeuten. Ausdrücke von dieser Art haben wir bei früherer 
Gelegenheit**) als eindeutige intariante Formen bezeichnet; man kann sogar 

*) Acta Mathem. Bd.I. S. 235-246; vergl. auch/?t//cr, Mathem. Annalen,Bd.41,S.76. 
^*) Dieses Journal Bd. 1 10, S. 143. 
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durch geeignete Wahl des Proportionalitätsfactors erreichen, dass die i^^ (iij, 1*2) 
ganze invariante Formen (in dem a. a. 0. angegebenen Sinne) werden. 

Denkt man sich die Z^j^ in der Form von Reihen (4.) No. I 

gegeben, so sind die in den Ausdrücken der &^ auftretenden rationalen 
Formen ^^(iii,«^) durch die (p^^^Ui^u-z) und die Coefficienten der gegebenen 
Substitutionen A, vollkommen bestimmt. Die wirkliche Herstellung der ^^ 
aus diesen Daten scheint aber, selbst in speciellen Fällen, noch wesentliche 
Schwierigkeiten darzubieten. Dagegen lassen sich die &^ oder genauer, 
die Determinanten n-ter Ordnung der Matrix (1.) in einfacher Weise in eine 
Form setzen, die ihre Invarianz gegenüber den Substitutionen der Gruppe / 
ebenso unmittelbar in Evidenz setzt, wie die Reihenform (2.). 
Man hat z. B. 

{l,f4 = \:i m) iy\^y•l y«) (2.// = i/2,...,n) 

WO sich die Summation auf alle nicht negativen ganzzahligen Werthe der 
^1,^27-.., ^« bezieht, also, wenn 

gesetzt wird. 



(.^•'2..Mr„)(i,,Ä2 A«) (i,. 1=1,2,:..,«) 

wo in der zweiten Summe, die ^'n^2»..-,^« unabhängig von einander die 
Werthe 1, 2, . . . , n durchlaufen, sodass also diese Summe ein Aggregat von 
n^ Gliedern repräsentirt. 

Beachtet man nun, dass die 

die lineare homogene Substitution 

erfahren, wenn man diese letztere mit der Substitution T~^ in der Reihenfolge 

componirt, so erkennt man, dass die Anwendung einer beliebigen Substitution 
der Gruppe t auf «,, ti., in dem Ausdrucke (3.) nur eine Abänderung in der 
Reihenfolge der Summanden bewirkt. 

Reihen von der Form (3.) stellen, wenn man in denselben die c/)},^^(wi,tt2) 
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als beliebige rationale Formen der ^1,^2, die (ajl^) als die Elemente der 
inversen Substitutionen der Substitutionen einer mit der FticA^schen Gruppe, 
d (erster, zweiter oder sechster Familie) isomorphen unimodularen Gruppe 
in it Grössen ansieht, eine Verallgemeinerung der Poincareschen Theta- 
reihen dar. Wenn die Gruppe der (a^V) nicht uniraodular ist, so multi- 
pliciren sich die Reihen von der Form (3.), wenn auf die ti,, u^ die Sub- 
stitution S^ der FficA«schen Gruppe & angewandt wird, mit der Deter- 
minante der dem Sy entsprechenden Substitution von 0, d. h. mit 

In dieser Form sind die Reihen (3.) als Verallgemeinerung der von Ritter*) 
betrachteten „automorphen Formen" anzusehen, die sich bei Anwendung 
der Substitutionen der F«icA»schen Gruppe auf die ^1,^2 mit vorgeschriebenen 
Constanten multipliciren. Die independente Untersuchung der Reihen (3.) 
kann mit den von Herrn Poincare für die Untersuchung der FticA^schen 
Theta- und Zeta-Reihen geschaffenen Hlilfsmitteln erfolgen. Die Convergenz 
ist als gesichert anzusehen, sobald die Gruppe den von uns sogenannten 
„Convergenzbedingungen" entspricht. Die Art wie sich diese Reihen bei 
dem hier betrachteten Probleme darbieten, dürfte sie wohl einer genaueren 
Behandlung nicht unwerth erscheinen lassen, wir behalten uns eine solche 
für eine spätere Gelegenheit vor und bemerken nur noch, dass dieselben 
z.B. für « = 2 auch in der übersichtlichen Form: 

I <f'\''iSJ <p\'\S,) </4'>(S,) T'^-'CSJ 

("!.»'») ; (y{) (,,) (,.,) (r,) 

I "li «'^12 "11 '^11 

I 

I /y(»'j) //(»'-) /yC>'i) /yC"«) 

I W.>-2 CX22 "21 '*2l 

i 

geschrieben werden können, wo kurz 

if\'\S^:) ^ ip^:\S^u,, Sy^u,\ etc., 
gesetzt wurde. 

Wir wollen im Folgenden unter einer eindeutigen invarianten Form 

der iii, ti2, der Einfachheit wegen stets einen Ausdruck verstehen, der in 

den II,, U2 homogen von einem geraden negativen ganzzahligen Grade ist, 

bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe & auf die «i, t^ absolut un- 

geändert bleibt und, mit der geigneten Potenz von u^ multiplicirt, in eine 



*) A. a. 0. S. 56. 

Journal for Mathematik ßd. CXXIII. Heft 3. 20 



154 Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Function von /j übergeht, die sich innerhalb des Fandamentalbereicbes F„ 
wie eine rationale Function und in der Nähe einer Ecke Ä, wie ein Ausdruck 
von der Form (a) beziehungsweise (/?) verhält. Eine solche Form ist dann 
stets als Reihe 

darstellbar, wo </)(wi,Wi) eine rationale homogene Function geraden negativen 
(ganzzahligen) Grades der iij, th bedeutet. Dann können wir sagen, dass 
irgend n + l Systeme zu den Gruppen und & gehöriger Fuchs scher Zetor- 
formen einer Relation von der Form (A.) (S. 151) genügen, wo die Coefficienten 
eindeutige invariante Formen sind. 
Bedeutet nun 

ein System Ftic/wscher Zetaformen vom Grade —2m, 4>(fii,M2) eine ein- 
deutige invariante Form des Grades i, und bilden wir die y-ten üeber- 
Schiebungen von ^ über die Z, 

so constituiren diese, wegen der Covarianteneigenschaft einer Ueberschiebung, 
und da die Ueberschiebung 

linear und homogen in den v-ten partiellen Ableitungen von Z« ist, eia 
Functionssystem, welches die Substitution T^ von erfährt, wenn auf di& 
tii,ff^ die Substitution S^ ausgeübt wird, das also, wie wir kurz sagen wollen, 
mit dem Systeme Z,,...,Z„ cogredient ist, und dessen analytisches Ver- 
halten offenbar mit dem der Functionen Z^ übereinstimmt. Die Ausdrücke (4.) 
bilden also ein System zu den Gruppen und & gehöriger FticA^scher 
Zetaformen vom Grade 

l — 2m-2r. 

Zwischen je «+1 Systemen solcher Ueberschiebungen besteht folg- 
lich eine lineare Relation von der Form (A.), deren Coefficienten invariante 
eindeutige Formen sind, und jedes System zu den Gruppen und & ge- 
höriger FttcÄÄScher Zetaformen lässt sich durch n geeignet gewählte Systeme 
von solchen Ueberschiebungen linear, homogen, mit invarianten eindeutigen 
Formen als Coefficienten darstellen. 

Seien <i^,„ <?,,..., 0„_, n eindeutige invariante Formen von den 
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Graden l„, ii, ..., Ä„_i und bilden wir die Ueberschiebungen 

vom Grade Ä^— 2m— 2y, bedeuten ferner 3n*'M3n irgend ein System zu 
den Gruppen und & gehöriger Zetaformen vom Grade —2^, so bestimmen 
die Gleichungen 

(5.) S,^'Fo'{^.,Zj^^+Vr(0,,Z^r^+...+ V„_r(^n-^^ ")' 

sofern die Determinante 

von Null verschieden ist, die ?^,, ^i, . . m ^n-i ^Is Quotienten von eindeutigen 
invarianten Formen, und wenn die positive ganze Zahl M so gross ist, dass 
alle Zahlen 

^^ = -A^4-2m + 2y-2Af 

wesentlich negativ ausfallen, sind die V^^ selbst solche Formen vom 
Grade jUy. 

Setzen wir 

3« = «r'"' r. iv) ; *^ = ^i' Vr iv) ; ^v = «r •' v^. (^) , 

so ist unter Benutzung der fltVfter/schen functionalen Schreibweise der Ueber- 
schiebungen *) 

WO 



(6-0 



(9'olxy"' =J/- !)'(:)(</',). (l«).-a = «.-^^-^^--^^'C-f^ZJ", 



gesetzt wurde, and nun können wir zanächst 

v«-i • (y.-. , i»y"-'^ = (V.-. • «^-i , s.r-'' + xn -L+xr (I,), + • • • + X«-. • (^x).-2, 

dann weiter 

+ tü„ f , + fo, (Oi + • • • + a»,.-3 (f .)«-3 

setzen nnd so fortfahrend endlich die rechte Seite von (6.) als Summe von 
Ueberschiebangen 



*) Hilberth Mathem. Annalen Bd. 30, S. 15 ff.; verg]. A. Hirsch, Dissertation^ 
Königsberg, 1892, S. 8. 

20* 



156 Schleiinger, »ur Theorie der linearen Differenttalgleickungen. 

darstellen. Man zeigt nan genau so, wie dies Herr Hirsch*) für die vo 
ihm behandelte analoge Umformung gethan hat, das» die S, die inhomogene 
Bestandtheile eindeutiger invarianter B^ormen vom Gr^de 

-2M+2m + 2v 
sind; setzen wir also 

80 ergiebt eich aus (7.) nach Multiplication mit w,"^" 

(B.) a = (ö,„^,)""+('9.,^o^"-i----+c0.-.,^-y""" (.=i.^-.-i 

d. h. e$ läast sich jedes «u den Gruppen und f^ gehörige System von Fuchs 
sehen Zelaformen als Summe eon Ueberschiebungen der n — 1 ersten Ordnunge. 
eines solchen Systems über gewisse, sur Gruppe & gehörige, eindeutige invariant 
Formen der u, , u, darstellen. 

Insbesondere ist demnach eine solche Darstellung möglich fUr da 
System 

(A,z.r\ ..=..v M. 

wo A eine beliebige eindeutige invariante Form bedeutet, d. h. wir habe 
fUr die Z,, ..., Z, eine Differentialgleichung von der Form 
(8.) (^,Zr + (^.,Z)'"-"+-+(^„Z)"" = 0. 

in welcher die A,Aj,...,A, eindeutige invariante formen bedeuten, dere 
Gradzalilen eine arithmetische Progression mit der Differenz 2 bilden, un 
Z als Form (— 2f»)-ten Grades zu betrachten ist. Durch Division mit eine 
geeigneten Potenz von u, und Einführung der in deu Gleichungen (6*.) an 
gegebenen HilbertBcheu Ausdrücke für die Ueberschiebungen, verwände! 
siel) (8.) in eine gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichung n-fe 
Ordnung mit der unabhängigen Variabein tj, für die fi, ..., <?, ein Fandamenttil 
»yötem constituireu.**) 

Wählt man insbesondere 

"^ - d-uj'^-'du; '-=v^ >' 

•)A.a.a,§ö. 

") Die (iJcicIiiiiig (S.) ist die homogene, oder wie mo auch genannt wird „doi 
mirte" Form dieser liomogeneu linearen DiH'erentialgleichuDg; man vergl. für die bierai 
bezugliche Litteratur „Riicyklopaodie der mathem. Wissenschaften", Bd. I, Heft 4, S. 363 
es ist Jedoch zu bemerken, dass die Bedeutung einer IJebcrscbicbung als linearer homogene 
DilTcrentialgleichuDg für die eine der aurtretonden Formen zuerst von Herrn Gundelfiugei 
dieses Journal, Itd. l'Xi, S. 4l;i angegeben und angewandt worden ist. 
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80 ergiebt sich (vergl. Hirsch a. a. 0.) i4, = 0, und die Diiferentialgleichnng 
(8.) ist mit der Gleichung 

identisch, wo Zo = Z die abhängige Variable bedeutet. 

Die gewöhnliche lineare Differentialgleichung mit der unabhängigen 
Variabein ij, die aus (8.) durch Division mit einer Potenz von Ui hervor- 
geht, hat die Eigenschaft, dass ihre Coefficienten ebenso wie ihre Lösungen 
innerhalb des Einheitskreises der i}- Ebene existirende, eindeutige Functionen 
von rj sind, und dass sie sich, wenn wir ihre abhängige Variable mit | 
bezeichnen, durch die Transformationen 

reproducirt*); ihre singulären Punkte sind 1) die innerhalb des Fundamental- 
bereiches F,, gelegenen, und die mit diesen vermöge der Substitutionen von 
& correspondirenden Stellen, an denen die Functionen §^(rj) wie rationale 
Functionen unendlich werden, 2) die elliptischen Ecken von F,, und den 
congruenten Bereichen, in deren Umgebung sich die |, ebenfalls wie rationale 
Functionen verhalten, 3) die Punkte der Peripherie des Einheitskreises 
(Unbestimmtheitsstellen). 

Man erkennt die Analogie, welche diese linearen Differentialgleichungen 
mit den sogenannten Ftcarrfschen Gleichungen darbieten, deren Goefficienten 
eindeutige biperiodische Functionen, und deren Lösungen eindeutige Functionen 
einer Variabein rj ohne Unbestimmtheitsstellen im Endlichen sind. Bei den 
Pfcarrfschen Gleichungen tritt das Verhalten der Goefficienten und Lösungen 
gegenüber den periodischen Transformationen von rj schon bei der gewöhn- 
lichen Schreibweise in volle Evidenz; bei den hier betrachteten Differential- 
gleichungen dagegen, ist die homogene Auffassung, die sich in der Forni 
(8.) der Differentialgleichung ausspricht, unerlässlich um das Verhalten der 
Goefficienten (A, Ai^ ..., A„) und der Lösungen gegenüber den Substitutionen 
von & beziehungsweise / hervortreten zu lassen. Ueberhaupt spielen, wie 
wir sehen, für den Fall der projectiven Transformationen der unabhängigen 
Variabein, die Ueberschiebungen dieselbe Rolle, wie im Falle der periodischen 
Transformationen (Vermehrung um eine Gonstante) die gewöhnlichen Deri- 
virten. 



♦) Vergl. Handbuch, Bd. II., 2, S. 372 ff. 
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Fassen wir die Ergebnisse der bisherigen Untersnehang znsammen, 
so können wir für gegebene Fundamentalsubstitutionen A,,..., A^, die den Con- 
vergembedingungen genügen, Systeme Fuchsscher Zeta formen construiren, 
durch die sich alle cogredienten^ in der Form (B.) (S. 156) darstellen lassen, 
und die selbst einer Differentialgleichung f>on der Form (8.) Genüge leisten. 
Diese Systeme f>on Zetaformen hängen noch von gewissen unbestimmten Para- 
metern ab, die innerhalb des durch die Zahlen g^^ g^^ ..., ^^^, charakterisirten 
Typus holoädrisch isomorpher Fuchsscher Gruppen, der ersten, zweiten oder 
sechsten Familie vom Geschlechte Null, eine bestimmte Gruppe individuaUsiren. 

111. 
Die Parameter, die innerhalb des durch die Zahlen fl'i, i72i •••? i7a+i 
bestimmten Typus holoedrisch isomorpher FticA^scher Gruppen eine bestimmte 
Gruppe individuaUsiren, können auf mannigfaltige Weise gewählt werden. 
Jedem Systeme solcher Parameter entspricht dann eine Fassung des Problems 
der Bestimmung von FuchsBchen Zetaformen, die zu der durch die Ai,..., A^ 
bestimmten Gruppe gehören. Zu einer besonders wichtigen solchen 
Fassung werden wir gelangen, indem wir jetzt dazu übergehen, die Fuchs- 
sehe Function von rj 

X = f(ri) 

heranzuziehen, die zur Gruppe S gehört und innerhalb des Fundamental- 
bereiches Fn jeden Werth nur ein einziges Mal annimmt. Diese Function, 
die durch Angabe der Gruppe &^ abgesehen von einer projectiven Trans- 
formation eindeutig bestimmt ist, hat die Eigenschaft, dass sie, wenn 

(1.) O, = f(l^ (x=i.2,....a-H) 

gesetzt wird, die eindeutig conforme Abbildung des Fundamentalbereiches F« 
der 17-Ebene auf die durch gewisse Schnitte 

zerschnittene a:-Ebene liefert. Wenn der Punkt a^^^ im positiven Sinne um- 
kreist wird, so folgen diese Schnitte in der durch die Zahlen ;r=l,2, ..., a 
bestimmten Reihenfolge auf einander. 

Nach dem Fundamentaltheorem der Theorie der Fuchs sehen Functionen^) 



♦) Poincari, Acta Mathem., Bd. IV., S. 231—279, 294—308; Lfotiüt//«s Journal, 
1898, S. 137fr.; vergl. dieses Journal, Bd. 105, S. 181 flf. oder Handbuch; Bd. II, 2, 
S. 268-327. 
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Das Fanctioiissystem (2.) löst das folgende Problem: 

(A.) Man bestimme ein System von n Functionen von x^ welche in 
der ganzen x-Ebene mit Ausnahme von a + 1 ihrer Lage naeb 
unbestimmten Punkten a^ 0^2, . . ., a^+i das Verhalten rationaler 
Functionen zeigen, in diesen Punkten selbst nicht unbestimmt werdea 
und beim Ueberschreiten der Querschnitte (a,, a^+i) die onimodH- 
laren und die Convergenzbedingung erfüllenden, sonst willkflriicli 
vorgeschriebenen Substitutionen A^, für ;f = 1, 2, . . ., (T, erleiden. 

Die sämmtlichen Functionssysteme, die diese Aufgabe ISs^ 
können wir in einen Typus (Ai, A2, . . ., A«,) zusammenfassen; dieser 
hängt dann ebenso wie der entsprechende Typus (j'u^ai-.^ffa+i) 
holoedrisch isomorpher FttcA«scher Gruppen, noch von den a+1 
willkürlichen Parametern a,, a2, . . ., a^+i ab. 

Man kann diese Parameter z. B. dadurch fixiren, dass man ihnen 
selbst willkürlich vorgeschriebene Werthe beilegt, dann sind in dem 
Probleme (A.) die a+1 Punkte a, nicht mehr unbestimmt, sondern gegeben* 
wir bezeichnen das so beschränkte Problem durch (B.) und fassen die 
Gesammtheit aller Functionssysteme die dieses Problem lösen in eine Art 

^n • • •? ^flfi ^ö + i 
r\i , • . ., f^Qj 

zusammen. Die Systeme einer Art sondern sich weiter in Kiassen, indem 
wir als zu derselben Klasse gehörig diejenigen Systeme einer Art be- 
zeichnen, die auch dieselben Punkte 61, 62, ••.7 6^ der a:-Ebene zu Polen 
haben. Diejenige Klasse, für welche Pole überhaupt nicht vorhanden sind, 
die also jene Functionssysteme der Art in sich begreift, die nach Ausschluss 
der Punkte dj, . . ., a^^i allenthalben endlich bleiben, könnte man als die 
Hauptklasse bezeichnen. p]in beliebiges Functionssystem der Art kann 
offenbar durch Multiplication mit einer rationalen Function von x in ein 
System der Hauptklasse verwandelt werden. 

Das Problem, dessen allgemeine Lösung durch die Hauptklasse dar- 
gestellt wird, bezeichnen wir durch (C), es ist das Riemann^che^ welches 
dem Fragmente zu Grunde liegt. 

Die bisherigen Erörterungen haben den Exislenzbeweis für die LOsnng&t 
der Probleme (A.), (B.), (C.) geliefert, vorausgesetzt^ dass die gegebenen Sub^ 
stitutionen A^ die Convergenzbedingvngen erfüllen. Die Frage, ob diese. 
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Bedingangen für die Lösbarkeit dieser Probleme an sich wesentlich sind, 
oder ob sie nur der hier gegebenen Lösung anhaften, bleibt offen; wir be- 
merken nur, dass die Allgemeinheit einer Gruppe linearer Substitutionen 
für die ein den Convergenzbedingungen genügendes System von Fundamental- 
snbstitutionen existirt, eine sehr grosse ist. Z. B. haben nach einem, in der 
neueren Litteratur oft citirten Satze des Herrn Frobenins*) alle Gruppen 
diese Eigenschaft, die eine definite, sogenannte AennfVesche Form in sich 
selbst transformiren. In Bezug auf die allgemeinen von Herrn Fuchs**) unter- 
suchten Gruppen, die eine beliebige Hermitedche Form in sich selbst trans- 
formiren und mindestens eine Substitution enthalten^ deren Fundamental- 
gleichung lauter verschiedene Wurzeln vom absolutem Betrage Hins besitzt, gilt 
im Falle i» = 2 und sofern die elliptische Substitution deren Vorhandensein 
gefordert wird, nicht periodisch ist, dass, wenn ein System von Fundamental- 
substitutionen vorhanden ist, auch eines gefunden werden kann, welches den 
Convergenzbedingungen genügt. 

Setzt man die Existenz eines Functionssystems, welches die Lösung 
der Probleme (A.) beziehungsweise (B.) liefert, als bewiesen voraus, so folgt 
in bekannter Weise***) die Form der Entwickelung dieser Functionen in 
der Umgebung der Verzweigungspunkte. Riemann führt das im Fragmentet) 
nur für den Fall durch, wo die canonische Form der Substitution A^ lauter 
Diagonalglieder enthält, natürlich hat es gegenwärtig keine Schwierigkeit 
den allgemeinsten Fall in eben derselben Weise zu behandeln. Bedeutet 
wie in No. 11. B, die Substitution, welche A, in die canonische Form trans- 
formirt und setzt man 

B,yK^) = ^xK^) (i=i,2,...,.). 

so sind+t) die »?,a(^) ™Jt gewissen Potenzen von x—a^ multiplicirt, 

für x = a„ von Null verschieden, endlich oder nur unendlich, wie ein 
Ausdruck 

L = a + 6.log (x-aj + • •• + /.(log (x-a^))', 



*) Dieses Journal, Bd. 95, S. 267. 

**) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1896, S. 753. 
•♦♦) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 131 flF. 

t) Werke, S. 381, 382. 
tt) f^chs, a. a. 0. S. 142 ff. 
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WO die a^b^...^l Constanten bedeuten; wir nennen die r^x die Exponenten 
des Fanetionssystems Yi(x) beim Punkte a^; dieselben sind, wenn die Sub- 
stitutionen A« die Convergembedingungen erfüllen^ sämmtlich real. 

Diese Resultate sind, ebenso wie ein Theil der nun folgenden, unab- 
hängig davon, ob die A^ die Convergenzbedingungen erfüllen oder nicht, 
sofern man die Existenz des postulirten Functionssystems als erwiesen an- 
sieht; wir werden aber die Convergenzbedingungen gleichwohl stets als 
erfüllt voraussetzen, um von den Existenztheoremen in der von uns präci- 
sirten Form Gebrauch machen zu können. 

Aus den Formeln der No. II oder auch direct ergeben sich dann 
weiter die folgenden Sätze*). 

!• Zwischen je n-fl Systemen einer Art 



yi'' 



\^ "■— M*l»»»i'"» " — ' "n '?•• • ^ ^ß 



n) 



bestehen die Relationen 

mit in x rationalen Coefficienten p^tPu • - -ifn- 

2. Bedeutet ^i,...,^n irgend ein System der Art, so gehören die 
Systeme der Ableitungen jeder Ordnung nach x dieses Systems mit den 
^1, . . ., ^„ zu derselben Klasse: die ^, , . . ., ^„ bilden folglich ein Fundamental- 
system einer linearen homogenen Differentialgleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten, die stets von der n-ten Ordnung ist, wenn die durch die Substitu- 
tionen Ai,A2, ...,A^ bestimmte Gruppe nicht reductibel ist**). 

3. Bedeutet ^i, . ., y,. ein System der Hauptklasse, so gilt das Gleiche 
von den Systemen 



dx' 



\X — l>*f«««»Wt A ^^ If /,•••) B^^l Jy 



C«r= 1.2,...,«) 



und jedes System der Art a,,...,a„ ist in der Form 

(3.) a. = q.y, + 9>-L+--- + 9-« äx--^ ' 

darstellbar, wo die g^u, g^i, . . ., g^n-i rationale Functionen von x sind. Um- 
gekehrt stellen die Ausdrücke (3). bei beliebiger Wahl der rationalen 
Functionen g^oi • • •, 9^«-i ^"^ System der Art dar. Auf diese Weise bestimmt 
sich also die ganze Art durch ein System der Hauptklasse. 

*) Riemann, Werke, Fragment. S. 382, 383; vergl. Fuchs, Sitzungsberichte 1888, 
8. 1275fr.; Handbuch Bd. JI, 1, X. Abschnitt. 

**) Die Differentialgleichung gehört natiirlicli zur FwcÄ^schen Klasse. 
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Es seien nun 

y^'\yi'\'-^ yi""'^ (»=1.2,. ..,n) 

n Systeme der Hanptklasse, deren Determinante 

D = I yi'^^^ ( (*.«=!, 2 n) 

nicht identisch verschwindet. Wir verlegen*) den Punkt a^+i ins Unendliche, 
was stets möglich ist, da ja x nur abgesehen von einer projectiven Trans- 
formation bestimmt ist, und bezeichnen nun mit 

die Exponenten des Functionssystems jfi^\ Jf2''\ .., yi^^ beim Punkte a^. Es 
ist dann 

Bedeutet dann**) r^ die kleinste unter den Summen 

wo .le,, /i2, • . .,^« irgend eine Permutation der Zahlen 0, 1, . . ., w— 1 be- 
deuten, so ist in der Umgebung von x = Ox 

D = (x — a^Y^ ^i C'C — »0 (A=l,2,...,a)^ 

wo die ^1, Sßa^ ••.! $a+i gewöhnliche Potenzreihen andeuten. 

Da die Substitutionen A^ unimodular vorausgesetzt werden, sind die r^ 
ganze Zahlen. 

Wenn nun 

r = 2; r^ 

gesetzt wird, so ist das Product 

(4.) D ' (x-a,)"'"' . . . (x-aay<' 

für alle endlichen Werthe von x holomorph und verhält sich für a: = c5o 
wie x~^ Wäre r positiv, so müsste das Product (4.) constant und folglich, 
da es für x == oc verschwände, identisch Null sein, wider die Voraussetzung. 
Also ist r ^ 0, d. h. das Product (4.) ist eine ganze rationale Function G (x) 
vom Grade |r|. Wir bezeichnen die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
G (x) = mit 6i, 62, • . ., 6^» nennen sie die aiisserwesentlich singulären Stellen 
des Systems der ,yi'~*\ und legen jeder solchen Stelle diejenige Zahl als 



*) wie Herr Weber vorschlägt, Riemanny Werke, S. 389, Fussnote. 
**) Vergl. hierfür, Riemann, Fragment, S. 383, 384. 

2f 
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Ordnungszahl bei, die ihre Vielfachheit als Wurzel der Gleichung G.(x) = 
angiebt. 

Setzen wir 

(o.) g{x)'Z^ = Ä„ (x) yi''> + A, (x)yi^> + ... + Ä_i(x)jfi''->> (x = i,2,. ..,.), 
so definiren diese Gleichungen, wenn die 

beliebige ganze rationale Functionen von x ohne gemeinsamen Theiler be- 
deuten, in den jSi,...,2„ ein Fnnctionssystem der Art. Soll aber dieses 
Functionssystem, gleich den j^^^^^ zur Hauptklasse gehören, so ist zunächst 
offenbar nothwendig*), dass diejenigen Lösungen der Gleichung 

die mit keinem der Punkte ai, . . ., a«, co'incidiren, auch die Determinante D 
annulliren, also zu den ausserwesentlich singulären Punkten gehören, und 
weiter**) folgt, dass g (x) in einem solchen Punkte nicht von höherer Ord- 
nung verschwinden darf wie G(x)^ d. h. wie die Ordnung des betreffenden 
ausserwesentlich singulären Punktes anzeigt. 

Wir denken uns nun die Systeme 

y[^^ (14 = 1,2,. ..,n-l) 

speciell als die Ableitungen erster bis (»—l)-ter Ordnung der 

gewählt***). Die Determinante D ist dann sicher von Null verschieden, 

und es istt) 



x = l 



2 



^ö+l 






ö = i 



Die Wurzeln 6,, .. ., 6^ der Gleichung |r|-ten Grades 

D h (x-ax)-"^ = G(x) =^ 



*) Vergl. Handbuch, Bd. II, 1, S. .%9. 
♦*) Vergl. a. a. 0. S. 376. 
***) Riemann, Fragment, S. 384,386. 

f) Siehe Fuchs, dieses Jourual Bd. 66, S. 143 fr. 
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nennen wir*) die ausserwesentlichen singnlären Punkte des Functions- 
systems 

und wenn G(x) den Factor x—b^ zur r,-ten Potenz enthält, 6, also ein 
ausserwesentlich singulärer Punkt r,-ter Ordnung ist, so haben wir 

(5\) - r = i r, = 2' i ri^-^-(a-l) '^^^, 

und es kann in (5.) die ganze Function g(x) den Factor or— 6, auch höchstens 
zur vten Potenz enthalten, falls das Functionssystem ^i, «2? • • • ? ^n ™it 9i, 929 • - 7 9n 
zu derselben (Haupt-) Klasse gehören soll. 

Enthält g(x) wirklich den Factor (x— 6J'«, so haben die Coefficienten 
der ganzen Functionen Au, A„ . . . , A,_i noch (fi — l)r;, Bedingungsgleichungen 
zu erfüllen, damit die durch die Gleichungen (ö.) bestimmten ^i, a,, ..., ^^ für 
a: = 6^ endlich bleiben**); zu diesen treten dann noch die r^ Bedingungs- 
gleichungen für die Coefficienten von g(x), die bewirken, dass g(x) durch 
(x — b^y^ theilbar sei, so dass also ein ausser wesentlicher singulärer Punkt 
x^'ier Ordnung y den Coefficienten der Relationen (5.) genau fit« Bedingungen 
auf er legt y die erfüllt sein müssen^ damit das System 3,,...,js„ mit yw^^ffn ^^ 
derselben Klasse gehört. 

Zugleich mit den «i, ...,8. gehören auch die successiven Ableitungen 
dieser Functionen nach x mit den 91,..., 9» ^^u derselben Klasse, bezeichnen 
wir also die Ableitungen durch obere Accente, so haben wir 

wo die Hi(x) ganze rationale Functionen bedeuten, die nur für a^^a^j ...^a„ 
verschwinden, und die h^^ ganze Functionen sind. Die Bedingungen, denen 
diese letzteren ganzen Functionen zufolge der ausserwesentlich singulären Stelle 
^ = ^x genügen müssen, können wir jetzt mit Rücksicht auf die Gleichung 

(6.) G{x).H,(x)...H^.,(x) I z['l I = I Azx I .ß 

(i,x=<Nl n-1) 

dahin formuliren, dass die Determinante |A^, | durch die («— l)-te Potenz 
von G{x) theilbar sein muss. Setzen wir 

|A,J = (G(a.))-/f(a.), 

*) Vergl. Fuch$, dieses Journal, Bd. 68, S. 378. 
**) Riemann, a. a. 0.; vergl. Handbuch Bd. IL, 1, S. 377 ff. 
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80 lautet mit Rücksicht auf die Definition von G(x): 

D = G(x)'h{x.-ay'', 

>. = 1 

die Gleichung (6.) 

die ausserwesentlichen singulären Punkte des Functionssystems 8i,«2)*-*i^» 
werden folglich ihrer Lage und Ordnungszahl nach durch die Gleichung 

geliefert. Da die A^^ stets auf mannigfaltige Weise so eingerichtet werden 
können, dass K(x) lauter verschiedene lineare Factoren enthält, folgt, dose 
wir stets ein System der Hauptklasse herstellen können , das lauter ausser- 
wesentliche singulare Stellen erster Ordnung besitzt*) 

Wir können also von vornherein voraussetzen, dass die r» sämmtlich 
gleich Eins und folglich 6(x) vom Grade p ist, wo 



<'♦-* " - fi(n—l) 



(7.) (f = -r = ^2: JS ri^' - -'^-'P^ (a-l). 



Die Gleichungen (5.) werden dann das allgemeinste System »i,...,«, 
der Hauptklasse darstellen, wenn 

g{x) = G{x)^H{x) 

ist, wo H{x) nur für die 01,02,...,^^ verschwindet, und die ganzen Func- 
tionen A,,, Äi, ..., A„«i jedem der p linearen Factoren x—b^ von G(x) ent- 
sprechend die fi— 1 Bedingungsgleichungen erfüllen, die bewirken, dass die 
Zx für x = b^ endlich bleiben. 

■ 

IV. 
Wenn man die ^i, Zi^ ..., z^ als die n-ten Ableitungen der j^i, y-i^ ..., y, 
wählt, so erhält man die lineare Differentialgleichung fi^ter Ordnung^, der 
die yi^yz^ »"tyn Genüge leisten. Man kann dann die bekannten von 
Herrn Fuchs**) aufgestellten Sätze über die Form der Coefficienten dieser 
Differentialgleichung herleiten, indem man die von Herrn Fuchs***) ange- 
gebenen Methoden mit leichten Modificationen zur Anwendung bringtt)- Wir 



*) Vergl. hierzu Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1893, S. 987. 
**) Dieses Journal Bd. 66, S. 146. 
***) A. a. 0. S. 143ff. 
t) Vergl. z. B. Handbuch Bd. II, 1, S. 378ff. 
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wollen aber von dieser Diflferentialgleichung keinen unmittelbaren Gebrauch 
machen, sondern unsere weiteren Betrachtungen auch ausschliesslich an 
das Functionssystem yi,...,y« knüpfen*). 

Wir stellen uns nach dem Vorgange von Riemann die Aufgabe, die 
Coefficienten der Gleichungen (5.) der vorigen Nummer so zu bestimmen, 
dass die Si,...,^^ mit den j^i, j^27 -v !^n nicht nur zu derselben Klasse ge- 
hören, sondern dMS auch die Exponenten bei den Punkten 

für die beiden Functionssysteme dieselben sind**). Denken wir uns aus dem 
Gleichungssysteme (5.) No. III die Quotienten 

« , • • •> 

9 9 9 

als Determinantenquotienten ausgedrückt, so folgt zunächst aus der in 
Bezug auf die Exponenten aufgestellten Forderung, dass die Zählerdeter- 
minanten in der Umgebung von x =^ Oi die Form 

{x — a^^^ "^^ ^i^ (x — Gl) (X =", 1, . . M «-!) 

haben, wo die ^i^ gewöhnliche Potenzreihen andeuten. Daraus schliessen 

wir, dass wir 

g(x) = G(x) 

nehmen können, sodass die Gleichungen (5.) No. III die Form annehmen 

(l.) G(x)z^ = A(i(iJ?)9x + A,(a?)yi'> + ... + A,^i(^)»x""'^ (x = i,2,. ..,«). 

Ferner ergiebt die Betrachtung des unendlich fernen Punktes für die Grad- 
zahlen r^ der ganzen rationalen Functionen h^ 

and die Betrachtung des singulären Punktes ai lehrt, dass die Forderung 
der Gleichheit der bei diesem Punkte stattfindenden Exponenten für die 
beiden Functionssysteme, 

n(n-\) ' 
2 

linearen Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten der h^ gleich- 
kommt***). Wir haben also zwischen den 

«((^ + 1) + -^— 



*) Hiemann, behandelt die Differentialgleichung im zweiten Theile des Fragmentes 
(S. 386 ff.) 

**) Riemann^ Werke, Fragment, S. 384, 385. Das zunächst Folgende (bis S. 169, 
Zeile 11 V. u.) ist im Wesentlichen eine genauere Ausführung der Andeutungen Riemanns. 
***) Vergl. Handbuch Bd. II, 1, S. 386 ff. 
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Coefficienten der h^ 

Bedingangsgleichungen, zu denen im Sinne der vorigen Nammer noch die 
den Q ausBerwesentlichen singulären Punkten erster Ordnung entsprechenden 
(fi— l)e Bedingungsgleichungen hinzutreten. Es bleiben somit noch 

Constanten verfügbar, und diese Anzahl muss offenbar zum mindesten gleich 
Eins sein, da die Multiplication der 2^n ^29 •••) J^» ii)it einem gemeinsamen 
von X unabhängigen Factor jedenfalls ein Functionssystem von der für 
Äi7-«-9»n geforderten Beschaffenheit liefert. Hieraus ergiebt sich, dass die 
Anzahl q der ausserwesentlichen singulären Stellen erster Ordnung für ein 
den Anforderungen des Problems (C.) genügendes Functionssystem, bei will- 
kürlicher (den Convergenzbedingungen Rechnung tragender) Wahl der Sub- 
stitutionen Ai,...,A^ und der Punkte a^, 029 •• ^ ^a+i 1™ allgemeinen zum 
mindesten gleich 

sein muss*). 

Wenn p = p„-fy ist, so enthalten die Coefficienten Ai, Aj, ..., A«., in 
den, das System »,,...,»« definirenden Gleichungen (l.) genau v+1 will- 
kürliche Constanten und zwar gehen diese in die Ausdrücke der «;, Umear 
und homogen ein. Lassen wir diese Constanten unbestimmt, so liefern die 
gedachten Gleichungen das allgemeinste Functionssystem der Hauptklasse, 
welches bei den Verzweigungspunkten »i, ^2, ..., a^, 00 dieselben Exponenten 
besitzt, wie jfnya,.-»!^»- D* die Gleichung (5*.) No. HL natürlich auch 
für das System s^, ..., s« gültig ist, wird die Anzahl der einfach zu zählenden 
ausserwesentlichen singulären Stellen (d. h. also jede solche Stelle so 
oft gezählt, als ihre Ordnungszahl anzeigt) dieses Functionssystems auch 
gleich Q sein. 

Indem wir jenen v+l Constanten specielle Werthe beilegen, können 
wir jedoch erreichen, dass gewisse der den «,,..., »^ zugehörigen Ex- 



*) Es sei gestattet zu betonen, dass diese Constantenzählung rein algebraisch^ 
also von wesentlich anderer Natur ist wie diejenigen Zählungen, bei denen auch die Coeffi- 
cienten der Fundamentalsubstitutionen mit in Betracht kommen (vergl. z. B. Riemann^ 
Werke S. 389, 390; Foincari, Acta Mathem. Bd. IV, S. 217—219). 
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ponenten (die vermöge der den Goeffteiente» J^^^ hi^ .. .^/A^i anlerlegteB 
Bed]n|;iu)g.eu:keinegfall&ftfeäierflei]i können wie die entsprechenden Exponenten 
der ifi^y^, .4.,y«) ^r^Mer werden wie die entsprechenden deryiy.,y„* Sei 
z. B. B;r die Sabstitntien, die A^ in die canonische Form transformirt, und 
setzen wir (vergl. oben No. III^ S. 161) 

so verringern wir offenbar die Anzahl der in die A», A, , . . . , h^^i linear ein- 
gehenden r+1 willkürlichen Constanten nms Eins, wenn wir in einem der 
Ausdrucke 

(20 Ai, v.x + A, vi\' + • • • + An-i v':r '' 

den Coefficienten des Anfangsgliedes der Entwickelang in der Umgebnng 
von X = 02 zum Verschwinden bringen. Dadurch wird aber der dem Ex- 
ponenten ri"^ des Systems jfi,...,y„ entsprechende Exponent des Systems 
^1,...,«, mindestens um eine Einheit erhöht und folglich gemäss der 
Gleichung (5*.) No. IIL die Anzahl der einfach zu zählenden ausserwesent- 
lichen singulären Stellen des Systems Si,...,«» um ebenso viele Einheiten 
vermindert. Wenn wir über v von den v + 1 homogen linear eingehenden 
willkürlichen Constanten auf diese Weise disponirt haben, so haben wir die 
Exponentensumme der ^Si, ...,^i. gegenüber der des Systems 2^i,...,y« um 
mindestens v Einheiten erhöht; wir erhalten folglich ein System «i,...,««, 
welches höchstens Qo einfach zu zählende ausserwesentliche singulare Stellen 
besitzt, und welches, abgesehen von einer als gemeinsamer Factor aller ^5« 
auftretenden willkürlichen Constanten, unzweideutig bestimmt ist. Wir fixiren 
diese letzte Constante noch, indem wir in einem der Ausdrücke (2.) den 
Ooefficienten des Anfangsgliedes der Entwickelung in der Umgebung von 
o; — aji gleich Eins machen. 

Wir fassen jetzt das Ergebniss der bisherigen Untersuchungen, so 
^%ireit wir es für weitere Fragen zu verwerthen beabsichtigen, in den 
folgenden Satz zusammen: 

Sind die a+ 1 Punkte 0^,02, ...,0^, 0^4.1 und die unimodularen, den 
CSonvergenzbedingnngen gehorchenden a Substitutionen Ai,A2,...,A0 will- 
iLttrlich vorgeschrieben, so können wir uns zunächst mit Hülfe der Fneka- 
«chen Zetafonnen und auf Grund des Fundamentaltheorems der Theorie der 
JPmdMchen Functionen ein Functionssystem von x herstellen, welches einer 
\>e8timmten Art, mit den gegebenen Punkten als Verzweigungspunkten und 
^en gegebeeen Substitutionen als Fundamentalsubstitationen augehört. Von 
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diesem können wir durch Maltiplicatioxi mit einer geeignet gewählten ratio* 
nalen Function von x zu einem Functionssystem der durch die üi, ..«^a^, a^^^ 
und die Aif/^A^ bestimmten Hauptklasse übergehen, und von diesem 
endlich, durch das in dieser Nummer geschilderte Verfahren, zu einem ein* 
deutig determinirten Functionssysteme der Hauptart, welches ein gewisses 
Minimum von ausserwesentlichen singulären Stellen aufweist. 

Dieses letztere Functionssystem ist also durch Angabe der ai , 02? • • ^ o^+i , 
der Ai, A2,...,A^ und gewisser anderer Elemente (wie Exponenten^ Anzahl 
der ausserwesentlichen singulären Stellen) die aber eon den a^, «29 •••) ^ai^a^i 
unabhängig sind, vollkommen determinirt; wir nennen es ein Hauplsystem der 
Hauptklasse und bezeichnen es durch 91,92, ••• ,9«» oder durch 



\Ai, A2, • . ., A<, / 



wobei wir uns den Punkt a^^i stets ins Unendliche verlegt denken wollen. 
Geben wir auch der unabhängigen Variabein x einen festen endlichen 
Werth, der von ^1,02, ...,a^ verschieden ist, so liefert die geschilderte Be- 
stimmungsweise ein System von «-Werthen 

9i(^)?92(iJ?), ...,9«(a?) 
und die aus diesem Systeme durch Anwendung der Substitutionen der 
Gruppe (die aus den Ai, A2, ..., A^ als Fundamentalsubstitutionen gebildet 
ist), hervorgehenden Werthesysteme. 

V. 

Wir wollen uns bei der Bestimmung des Hauptsystems 91, 92, ..., 9, 
die Ol, Oo, ..., a^ (ähnlich wie beim Probleme (A.) S. 160) ihrer Lage nach un- 
bestimmt denken, dagegen alle übrigen Elemente, namentlich also die Coeffi- 
cienten der Fundamentalsubstitutionen Ai, A2, .*., A^ als fest gegeben, jeden- 
falls als von den a^, a^, ..., a^ völlig unabhängig ansehen. Dann erscheinen 
die 9i, 9>, ..., 9« als Functionen der a+1 von einander unabhängigen Variabein 
X, a,, a^, ..., a^. Wir werden in den folgenden Nummern die Art der Ab- 
hängigkeit dieser Functionen von den »i, 02, ..., a^ ins Auge fassen, schicken 
aber, ehe wir auf diese Aufgabe eingehen, einige Bemerkungen voraus, die 
auf den Zusammenhang hinweisen sollen, der zwischen dieser Aufgabe und 
gewissen, sogleich näher zu bezeichnenden Untersuchungen von Herrn FnehM 
besteht, 

. Nach dem Satze 2. der No. III (S. 162) genügen die 91, 92t -.j, y» ftlB 
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Fanctionen von x betrachtet, einer linearen homogenen Differehtialgleichiing 
M-ter Ordnung mit in x rationalen Coefficienten 

die, zu der von Herrn Fuchs*) charakterisirten Klasse gehört und deren 
wesentliche singulare Punkte die ai, Os, ..., a^ und der Punkt a? = oo sind, 
während als ausserwesentliche singulare Punkte die q Punkte auftreten, die 
wir oben als ausserwesentliche singulare Punkte des Systems 91,^2, •..,9» 
eingeführt hatten. Die aus den Substitutionen Ai, A2, ..., A«, als Fundamental- 
Substitutionen componirte Gruppe ist die Monodromiegruppe dieser Diffe- 
rentialgleichung, wenn man das Fundamentalsystem 9,, ..., y. zu Grunde 
legt; da diese von den singulären Punkten «i, »2, ..., a^ unabhängig ist, so 
gehört die Differentialgleichung (1.) zu der Gattung derjenigen, die Herr 
Fuchs in seinen Arbeiten**) zuerst untersucht hat, deren Monodromiegruppe 
von gewissen in den Coefficienten auftretenden Parametern unabhängig ist. 
Es führt also das /Jteifiariitsche Problem ganz allgemein, und ebenso natür- 
lich überhaupt das Problem (A.), auf Differentialgleichungen dieser Gattung, 
Während, wenn man von einer Differentialgleichung der Ff/cA«schen Klasse 
iausgeht, die Forderung, dass es ein Fundamentalsystem geben soll, dessen 
Gruppe von einem in den Coefficienten der Differentialgleichung auftretenden 
Parameter unabhängig ist, eine wesentliche Beschränkung für die Coeffi- 
cienten dieser Differentialgleichung involvirt. 

Der Umstand, dass für die aus dem /{tmafinschen Probleme hervor- 
gehenden Differentialgleichungen immer die Verzweigungspunkte 01,03, ...,a^ 
oder, sofern man nicht alle diese o Stellen unbestimmt lässt, einige derselben 
<als^ diejenigen Parameter auftreten, von denen die Monodromiegruppe un- 
abhängig ist, bewirkt keine wesentliche Beschränkung. Hat man nämlich 
<j&ine Differentialgleichung fi-ter Ordnung der FficA^schen Klasse 

i (2.) ßx(«,0 = 0, 

Ar die ein Fundamentalsystem existirt, dessen Monodromiegruppe von dem 
in den Coefficienten auftretenden Parameter t unabhängig ist, und sind über- 
dies auch die Verzweigungspunkte der Integrale von (2.) eon t unabhängig, so 



l < j L I I 



*) Dieses Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.) 
! , : ♦*) Berlioer Sitzungsberichte 1888, S. 1282 ff.; 1891, S. 157fr.; 1893, S. 975 ff.; 
1894,.S. 1117ff,; 1895, S. 905ff.; 1898, S. 222ff. 
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gehört die DifiEerentialgleiokiiDg 

(2\) D,(f>,Q^O, 

die aas (2.) dadarch hervorgeht, dass dem Parameter t ein bestimmter^ fester 
Werth t^i beigelegt wurde, mit (2.) offenbar zu derselben Art*), und das all- 
gemeine Integral u von (2.) wird folglich durch das allgemeine Integral 
Von (2*.) in der Form 

dv d*^^v 

darstellbar sein, wo die ^o? 9if •••9 9»-.i rationale Functionen von x bedeuten. Da 
r oflTenbar von t unabhängig ist, giebt sich die Art und Weise, wie u von t 
abhängt, einfach darin kund, dass t in die Coefficienten q^^ ^i, ..., q^^ ein- 
geht; dieser Fall lässt sich also in äusserst einfacher Weise Übersehen. 

Hängen dagegen in (2.) die Verzweigungspunkte Ci , . . . , c^ der Inte- 
grale oder einige unter ihnen von t ab, ist z. B. 

so kann man an Stelle von t den Verzweigungspunkt c^ selbst als den 
Parameter ansehen, von welchem die Monodromiegruppe unabhängig, ist 
also auf den beim Atemanitscheu Probleme auftretenden Fall zurückgeführt 
Aber auch die jedenfalls ganz besondere Art und Weise wie die singu- 
lären Punkte «1,02, ...ja«, in die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) 
eingehen, involvirt keine wesentliche Beschränkung, wenigstens wenn wir 
innerhalb der Gattung von Differentialgleichungen, deren Monodromiegruppe 
von einem in den Coefficienten auftretenden Parameter unabhängig ist, nur 
diejenigen betrachten, deren determinirende Fundamentalgleichungen reale 
Wurzeln haben, deren Monodromiegruppe also den Convergenzbedingungem 
(No. L, S. 147) genügt. In diesem Falle bestimmen nämlich die Ver- 
zweigungspunkte Ol, ..., Cr einer solchen Differentialgleichung (2.) im Vereine 
mit den zu einem bestimmten Fundamentalsysteme gehörigen entsprechenden 
Fundamentalsubstitutionen ein iRJemaimsches Problem, und die Differential- 
gleichung, auf welche dieses Problem fuhrt, definirt die HauptklasMe der Art^ 
zu welcher die Differentialgleichung (2.) gehört**). 



*) Espäce bei Herrn Poincar^, Acta Mathem., Bd. 5, S. 212 if.; vergl. Handboeb^ 
Bd. II, 1, S. 120. 

^) Wir übertragen in leicht verständlicher Weise die Bezeichnung Haaptklasse 
von dem Functionssysteme auf die durch dasselbe befriedigte DiSerentialgleichuDg. 
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Wir können also sagen, dass wir durch das Riemannsche Problem 
bei unbestimmter Lage der a singulären Stellen ai,a2,...,a^ stets, und dabei 
zugleich auf die im wesentlichen allgemeinsten Differentialgleichungen der 
Fuchs sehen Klasse geführt werden, deren Monodromiegruppe von gewissen in 
den Coefficienten auftretenden Parametern unabhängig ist und deren deter- 
minirende Fundamentalgleichungen lauter reale Wurzeln haben*). 

Wenn auf diese Weise das /{ieifiaiiitsehe Problem die allgemeine Be- 
deatang der gedachten, zuerst von Herrn Fuchs charakterisirten Gattung 
linearer Differentialgleichungen hervortreten lässt, so schaffen andererseits 
die von Herrn Fuchs über diese Gattung aufgestellten Sätze eine Grundlage, 
auf welcher die zu Anfang dieser Nummer aufgeworfene Frage, nach der 
Art der Abhängigkeit des Hauptsystems j^ujfa^-.My» ^^^ ^^^^ «1,02, ...,a^ 
in Angriff genommen werden kann, eine Frage, auf die sich die klein- 
gedruckten Sätze auf S. 385, 386 des Atemaiifischen Fragments beziehen. 



*) Das8 wir die Substitutionen der Monodromiegruppe stets unimodolar voraus- 
setzen, ist offenbar auch keine wesentliche Beschränkung; übrigens kann dieselbe auch 
bei der Behandlung des Atemannschen Problems leicht beseitigt werden (vergl. Handbuch 
Bd. II, 2, S. 382 ff.). 



Berichtigung. 

Seite 139 Zeile 18 — 20 v. 0. ist hinzufügen: Vergl. auch Heun^ Acta Mathem. 
Bd. XI, S. 97 ff. und Bd. XII, S. 103 ff.; daselbst findet sich auch der Artbegriff in dem 
von uns S. 160 erklärten Sinne. 
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Charles Hermite ^. 

(Geb. 24. December 1822 in Dieuze (Lorraine), gest. 14. Januar 1901 in Paris.) 

Der Anfang des Jahres 1901 brachte der mathematischen Welt die schmerzliche 
Trauerkunde, dass ihr Altmeister Charles Hermite am 14. Januar aus diesem Leben ge- 
schieden ist. Wenn diese Kunde überall auf dem ganzen Erdball die Herzen derer, 
welche die mathematischen Wissenschaften pflegen, tief erschüttern musste, so sind es 
die deutschen Mathematiker, welche durch die ganze Schwere dieses traurigen Ereignisses 
nicht weniger betroffen worden sind als die Verehrer des grossen Mannes in seinem 
Vaterlande. Der Verewigte hat nicht nur mit den mathematischen Forschern Deutsch- 
lands während seiner ganzen Lebenszeit in engster Verbindung gestanden, sondern auch 
an ihren wissenschaftlichen Arbeiten in hervorragender Weise sich betheiligt und für die 
Verbreitung der Resultate dieser Arbeiten in die weitesten Kreise Sorge getragen. 

Die Redaction dieses Journals hat einen Mitarbeiter verloren, welcher ein halbes 
Jahrhundei*t lang eine der höchsten Zierden des Journals gewesen ist. Seine ruhmreiche 
Mitwirkung am Journal beginnt 1846 im 32. Bande desselben mit Extrait de deux lettres 
de M. Charles Hermite ä M. C G. J. Jacobi und schliesst im Jahre 1896 im 116. Bande 
ab. Es gestattet uns nicht der Raum, an dieser Stelle in eine angemessene Würdigung 
der hohen Bedeutung der zahlreichen Arbeiten des Meisters auf den Gebieten der Zahlen- 
theorie, der Algebra, der Theorie der Formen und der Analysis, und des mächtigen Ein- 
flusses einzutreten, welchen sie auf die Ausbildung der genannten mathematischen Disci- 
plinen durch seine Schüler ausgeübt haben. Ein solches Unternehmen erheischte eine 
geschichtliche Darlegung der mathematischen Bestrebungen seiner -Zeit. Auch sind unsere 
Herzen über den Verlust des Mannes noch zu tief bewegt, um einer so schwierigen Auf- 
gabe nahezutreten. Selten mag es in der Geschichte der Mathematik vorgekommen sein, 
dass ein Gelehrter seinen Zeitgenossen auch als Mensch so nahe getreten ist und mit der 
Verehrung auch die Liebe derselben gewonnen hat. Jedes aufrichtige wissenschaftliche 
«Streben erregte sein Interesse, gleichgültig ob der Strebende seinem Vaterlande angehörte 
oder dem Auslande; und es war ein Ausfluss seiner unbegrenzten und unparteiischen 
Liebe zur Wissenschaft, dass ihn mit der lebhaftesten Theilnahme für das wissenschaft- 
liche Streben auch die herzliche Theilnahme für die Person des Strebenden erfüllte. 

Wir werden seiner stets in Verehrung und Liebe gedenken. 

L. Fuchs. 
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Jahrbnch Aber die Fortschritte der Mathematik , begründet von 
Carl Obrtmann. Im Verein mit anderen Mathematikern und unter 
besonderer Mitwirkung der Herren Felix Müller und Albert 
W angerin herausgegeben von Emil Lampe. 8. 

29 Bände zu verschiedenen Preisen. 

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung. Vierter 
Band. 1894—95. Kuthaltend die Chronik der Vereinigung für 
Jahre 1894 und 1895, kurze Berichte über die auf den Versamm- 
lungen in Wien und Lübeck gehaltenen Vorträge, sowie einen 
ausführlichen Bericht über die Theorie der algebraischen 
Zahlkörper, von David II ilbert in Göttingen. Herausg. im Auf- 
trage des Vorstandes von A. Wange riu und A Gutzmer. 8. 1897 

Joachimsthaly F.^ Elemente der analytischen Geometrie der Ebene. 
'Dritte Auflage, verbessert und durch einen Anhang von Auf- 
gaben und deren Lösungen vermehrt von 0. Hermes. Mit 8 Ta- 
feln. 8. 1883 

Journal für die reine nnd angewandte Mathematik gegr. von 
A. L. C rolle I82G. HtMausgog. von L. Fuchs. Jährlich erscheinen 
circa 6 Hefte. Vier Hefte bilden eimn Band. Preis pro Band . . 

Bis jetzt situl 1*22 Bande enchienen. 

Kronecker^ L«9 Grundzüge einer arithmetischen Theorie der alge- 
braischen Grossen. Festschrift zu Herrn E. E. Kummers 50jäh- 
. rigem Doctor-Jubiläum am 10. Sept. 1881. 
Angefügt ist eine neue Ausgabe der am 10. Sept. 1845 er- 
schienenen Inauguraldissertation: de unitatibus complexis. 
(Abdr. a. d. Journ. f. d. reine u. angew. Mathematik Bd. 92.) 
8. 1882 

Mehler^ Dr. F. G«9 Hauptsätze der Elementar- Mathematik zum Ge- 
brauche an höheren Lehranstalten. Mit einem Vorworte von 
Dr. Schell bach. 22. Auflage, besorgt von G. Baseler, geb. 

MOller^ FeliXy Carl Heinrich Schellbach. Gedächtnissredo gehalten 
in der Aula des Kjil. Friedrich Wilhelms-(iymnasiums am 29. Oc- 
tober 1892. Mit einem BiMniss Schellbachs. 8 

Sehelibach) K. H.^ neue Elemente der Mechanik, dargestellt und 
bearbeitet von G. Arendt. Mit 12 Figureutafeln. 8. 1860 . . 

— die Lehre von den elliptischen Integralen und den Theta-Functionen. 

8. 18r)4 

— über die Zukunft der Mathematik an unseren Gymnasien. 8. 1887 

Steiuer'89 J.9 gesammelte Werke. Auf Veranlassung der Königl. 
Preuss. Akademie der Wissenschaften herausg. von K. Weier- 
strass. 8. 

I. Band mit 44 Tafeln und Steiner's Bildniss. 1881 

II. Band mit 23 Tafeln. 1882 

Wiecke^ P., Lehrproben. Geometrische und algebraische Betrach- 
tungen über Maxima un<l Minima. Zum Gebrauch in den oberen 
Klassen höherer Lehranstalten, sowie zum Selbstunterricht, als 
Vorbereitung für den Besuch deutscher Hochschulen. Mit Figuren 
im Text und 7 Tafeln. 8. 1894 kart. 

Wolfff F., Lehrbuch der Geometrie. 8. 

1. Theil. Ebene Elementargeometrie. Trigonometrie, Theilungs- 
lehre. 8. verb. Aufl. Mit 7 Kupfertafeln. 1870 

2. Theil. Stereometrie und sphärische Trigonometrie. Mit 2 
lithogr. Tafeln. 5 verb. Aufl. 1872 
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Soeben erschien: 

Die Rechtsverhältnisse 

der 

Hochschullehrer in Preussen 

Zum praktischen Gebrauche 

dargestellt von 

Conrad Bornliak. 

^ — — Preis brosch. M. 2,40. — r^ 



Zum ersten Mal erfahren hier die Rechtsverhältnisse der preussischen Hochschul- 
lehrer eine, zum praktischen Gebrauche geeignete Darstellung, für die dem Verfasser die 
Benutzung des amtlichen Materials vom Ministerium gestattet war. Nur auf Grund dieses 
Materials war es bei der grossen Bedeutung der Verwaltungspraxis für das Universitäts- 
recht dem Verfasser möglich, die Materie erschöpfend zu behandeln. 

Da bis jetzt eine zusammenfassende Arbeit über die Rechtsverhältnisse der Hoch- 
schullehrer fehlte, wird Bornhak's Buch jedem an einer preussischen Hochschule im Lehramt 
Thätigen äusserst willkommen sein. 

Im vorigen Jahre erschien: 

Geschichte 

der 

Preussischen üniversitätsverwaltung 

bis 1810. 

Von 

Conrad Bornliak. 

— •■ — ■ — - Preis brosch. M. 3.—. - — rr-. — 



Die Berliner philol. Wochenschrift schreibt hierüber u. A.: 

Der Verfasser hat nicht bloss eine Zusammenstellung von schätzbaren Materialien 
zum kuuftigen Gebrauche geliefert, sondern hat seinen StofT zu gestalten gewusst. Dabei 
ist das Buch trotz der Fülle des Gebotenen von massigem Umfange. Man muss gestehen, 
dass diese unparteiische und streng objective Darstellung die deutschen Universitäten, wie 
sie bis zum Beginne der neuesten Zeit waren, in einem wenig erfreulichen Lichte zeigt, 
ja dass sie eine Art von Ekel erregen müsste, wenn sie nicht an erheiternden Einzelheiten 
so reich wäre. . . . Von ganz besonderem Interesse sind die Abschnitte, welche von der 
staatlichen Aufsicht der Universitäten handeln. Man bewundert die grenzenlose Geduld, 
mit welcher der Staat soviel Unsinn und Willkür Jahrhunderte lang ertragen hat, ohne 
von seiner Gewalt einen ernsten Gebrauch zu machen. 

Soeben erschien, Versand gratis und fraricu: 

Cat. 26. 

Bibliotheca astronomica et mathematica. 

Astronomie. Astrologie. Sonneimliren. Kometen. Mathematik. 
Buchhaltung. Quadratur des Zirkels. Kalender. Physik. Optik. 
Meteorologie. Nautik. 1242 Nummern. 

Jaqiies Bosenthal, 

Buch- und Kunst-Antiquariat, 
Karl-Str. 10 Mfinchen. 
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Neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen nebst 

einigen directen Bestimmungen der Doppeltangenten 

ebener algebraischer Curven beliebiger Ordnung. 

(Von Herrn 0. Zimmermann in Zoppot.) 
(Fortsetzung aus Heft 1 dieses Bandes.) 



§ 16. 

Die Ordnung der Correspondenzcurve. 

Wir wollen jetzt zu unserem Ausgangspunkte zurückkehren und die 
Correspondenzcurve, welche zum Beweise des Fundamentalsatzes der 
Coincidenz diente, etwas näher betrachten. 

Es sei für zwei Strahlenbüschel (a) und (6) mit dem gemeinsamen 
Mittelpunkte die Correspondenz 



a 


b 


1 


ß 


tt 


1 



gegeben. 

Dann ziehen wir durch einen beliebigen Punkt M der Ebene zwei 
beliebige feste Gerade A^B und construiren die Correspondenzcurve, welche 
von der Klasse ipL+ß) ist, die Geraden A und B beziehlich zur a-fachen 
und /9-fachen Tangente hat und durch C^^.^ bezeichnet werden möge. Es 
ist nun in fast allen Fällen nützlich, auf die Ordnung der Correspondenz- 
curve zu achten, weil man dadurch oft neue Beziehungen kennen lernt oder 
bereits bekannte von neuem beweisen kann. 

Hat die Correspondenzcurve ausser den Geraden A und B keine viel- 
fachen Tangenten, so ist ihre Ordnung ein Maximum, nämlich gleich 

(1.) (a+y9)(a + ^.l)-a(a-l)_/?(/?«l) = 2aß. 

Journal für Mathematik Bd. GXXIII. Heft 3. 24 
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Wenn die Correspondenzcurve aber ausser den Geraden A und B 
noch andere vielfache Tangenten besitzt (in den meisten Fällen werden es 
nur Doppeltangenten sein), so vermindert sich die Zahl (1.) entsprechend. 

Diese Doppeltangenten kann man mit Hülfe der Dupel*) der beiden 
correspondirenden Strahlenbüschel (a) und (6) ermitteln. Hierbei lassen sich 
zwei Arten von Dupeln unterscheiden. Nämlich erstens solche, welche nur 
von der Natur des geometrischen Gebildes abhängen, dem sie angehören, 
ohne Rücksicht auf die Beziehungen, in welchen dieses zu anderen geo- 
metrischen Gebilden steht. Solche Dupel nenne ich absolute. Sie kommen 
z. B. bei gewöhnlichen Involutionen vor. Zweitens giebt es Dupel, welche 
nur in Folge irgend einer Beziehung in die Erscheinung treten. Solche 
Dupel nenne ich relative. 

Ist nun a^^ ein Dupel des Strahlenbüschels (a), welchem ein Dupel 
b^^ des Strahlenbüschels (6) entspricht, und schneiden diese Dupel die 
Geraden A, B beziehlich in den Punkten a^^ und b^^, so ist die Gerade, 
welche diese beiden Punkte verbindet, eine Doppeltangente der Correspondenz- 
curve. 

Sind z. B. die Strahlenbüschel (a) und (6) zwei projective Strahlen- 
Involutionen ersten Ranges (/)" und (jy von den Graden a und /?, so 
müsste eine ganz besondere Beziehung zwischen ihnen stattfinden, wenn 
einer mit einem Dupel behafteten Gruppe der einen Involution eine mit einem 
Dupel behaftete Gruppe der anderen Involution entsprechen sollte. Die 
Correspondenzcurve hat daher für diesen Fall im allgemeinen keine Doppel- 
tangenten und ist dann der Maximal-Ordnung 2 a ß. 

Andererseits aber können wir ohne Rücksicht auf die Doppeltan- 
genten der Correspondenzcurve ihre Ordnung im allgemeinen auch allein 
mit Hülfe derjenigen Dupel bestimmen, welche nicht wieder Dupeln, sondern 
einfachen Strahlen entsprechen. 

Ist nämlich a^ ein einfacher Strahl des Büschels (a), welchem ein 
Dupel b^^ des Büschels (6) entspricht, und schneiden diese Strahlen die 
Geraden A^B beziehlich in den Punkten a^ und b^^, so ist a^ ein Schnitt- 
punkt der Geraden A mit der Correspondenzcurve. Denn die Gerade a^b## 



*) Unter „Dupel'^ verstehe ich Doppelpunkte von Punktreihen oder Doppelsirahlen 
von Strahlenbüsckeln, mit „Doppelpunkt"' dagegen bezeichne ich einen Doppelpunkt einer 
Curce. 
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repräsentirt zwei auf einander folgende zasammenfallende Tangenten, die 
sich von q^ aas an die CorreBpondenzcurve ziehen lassen. Mithin berührt 
diese die Tangente a^b^^ in a^. 

Auf diese Weise lassen sich die Punkte bestimmen, in welchen die 
Correspondenzcnrve die Geraden A and B aasser in ihren Berührungspunkten 
schneidet Daraus ergiebt sich dann die Ordnung v der Correspondenzcarve 
anf zwei Arten, woraus häufig irgend eine neue Beziehung folgt, indem man 
die Anzahlen der Punkte, welche die Correspondenzcurve mit den beiden 
Geraden A und B gemein hat, einander gleich setzt. 

Hat man ausserdem die Ordnung der Correspondenzcurve mit Hülfe 
ihrer etwaigen Doppeltangenten bestimmt, so folgt hieraus wieder eine neue 
Beziehung. Oder man kann umgekehrt, da die Correspondenzcurve ausser 
den Geraden A und B, wie leicht ersichtlich ist, im allgemeinen höchstens 
nur noch Doppeltangenten besitzen wird, deren Anzahl x aus der Gleichung 

bestimmen. 

Nehmen wir das Beispiel der beiden projectiven, concentrischen 
Strahleninvolutionen wieder auf, und sei b^^ ein Dupel der Involution (//, 
so sind die a Schnittpunkte 

(2.) a^, a^^ ..., a; 

der Geraden A mit derjenigen Gruppe der Involution (J)", welche der mit 
dem Dupel b^^ behafteten Gruppe der Involution (jy entspricht, Schnitt- 
punkte der Geraden A mit der Correspondenzcurve, und die Tangenten dieser 
Punkte (2.) laufen in demjenigen Punkte b^^ zusammen, in welchem das 
Dupel b^^ die Gerade B schneidet. 

Für die übrigen Schnittpunkte der beiden Geraden A und B beziehlich 
mit Dupeln der Involutionen (Jy und (// gilt Entsprechendes. 

Da nun die Anzahl der Dupel der Involution (J/ im allgemeinen 
gleich 2(/9— 1) ist, so schneidet die Correspondenzcurve die Gerade A in 
2a(/9— 1) Punkten. Ausserdem berührt die Correspondenzcurve die Gerade 
A in a Punkten, weshalb ihre Ordnung gleich 

2a + 2a(/3-l) = 2a/9 

ist. Für die Gerade B gilt Analoges. 

Dass die Dupel einer Strahleninvolution ersten Ranges vom Grade n 
absolute sind, hängt offenbar damit zusammen, dass man die Strahleninvolution 

24* 






178 Zimmermann, neue Abkitung der Plückerschen Gleichungen. 

als ein Curvenbttschel n-ter Ordnang auffassen kann, dessen einzelne Carven 
alle einen it-fachen Punkt gemein haben und daher je in eine Strahlen- 
gruppe von n Geraden zerfallen, die durch den Mittelpunkt der Involution 
gehen. 

Da dieses Curvenbttschel ohne irgend eine Beziehung zu anderen 
geometrischen Gebilden gedacht werden kann, so sind die Dupel jener 
Strahleninvolution absolute, die für sich existiren. 

Denkt man sich nun andere Strahlenbttschel, so kann man fragen: 
yyWie erhält man denn ihre Dupel?^ Die Antwort lautet: Das betreffende 
Strahlenbttschel kann nur auf Grund irgend einer geometrischen Beziehung 
entstanden sein, und aus dieser ergeben sich auch ihre Dupel. 

Wir wollen jetzt im Folgenden zeigen, wie man aus der Bestimmung 
der Ordnung der Correspondenzcurve Nutzen ziehen kann. 

§17. 

Geometrische Ableitung der sich selbst eDtsprechenden Plückerschen Gleichung a priori. 

Um die Wendetangenten einer Curve «-ter Ordnung, m-ter Klasse C" 
zu finden, nehmen wir einen beliebigen festen Punkt und zwei beliebige 
feste Gerade A, B an, deren Schnittpunkt M sei. 

Ein beliebiger Punkt der Curve heisse p, seine Tangente /. Nun 
ziehen wir die Gerade Op, welche die Gerade ^ in a treffen möge. Den 
Punkt, in welchem die Gerade B von der Tangente / geschnitten wird, 
wollen wir b nennen. Während nun der Punkt p die Curve C" durchläuft, 
beschreiben die beiden Geraden Op und Oh zwei Strahlenblischel um den 
Punkt 0, welche wir durch (a) und (6) bezeichnen wollen. Für dieselben 
gilt das Correspondenz-Scbema 



a 


b 


1 


n 


m 


1 

1 



Um die einem Strahle a entsprechenden Strahlen b zu erhalten, ziehen 
wir die Tangenten der n Punkte, in welchen der Strahl a die Curve C* 
trifft. Diese n Tangenten schneiden die Gerade Ä in n Punkten b, deren 
Verbindungslinien mit die gesuchten Strahlen b sind, welche dem Strahle a 
entsprechen. 

Um die einem Strahle b entsprechenden Strahlen a zu finden, ziehen 
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wir von dem Punkte 6, in welchem der Strahl b die Gerade B trifft, die 
an die Carve C möglichen m Tangenten. Verbinden wir den Punkt mit 
den Berührungspunkten dieser m Tangenten, so haben wir die dem Strahle b 
entsprechenden Strahlen a. 

Offenbar ist die Correspondenzcurve der beiden Strahlenbüschel (a) 
und (A) von der Klasse m+n und möge daher durch C^^^ bezeichnet werden; 
sie hat die Gerade A zur m-fachen Tangente. Um ihre Berührungspunkte 
zu erhalten, ziehen wir von M aus die Tangenten an C". Diese berühren 
C* in m Punkten, deren Verbindungslinien mit die Gerade A in den Be- 
rührungspunkten der Correspondenzcurve C«+, treffen. 

Die Gerade B ist eine »-fache Tangente der Correspondenzcurve. 
Um ihre Berührungspunkte zu erhalten, ziehen wir den Strahl OM, welcher 
die Curve C" in n Punkten schneidet. Die Tangenten derselben treffen die 
Gerade B in ihren Berührungspunkten mit der Correspondenzcurve C^^^. 

Von einem beliebigen Punkte a der Geraden A gehen ausser dieser 
selbst n Tangenten an die Correspondenzcurve. Um diese Tangenten zu 
erhalten, ziehen wir den Strahl Oa, welcher die Curve 0" in n Punkten 
trifft. Deren Tangenten schneiden die Gerade B in n Punkten, deren Ver- 
bindungslinien mit a die Correspondenzcurve C^^^ berühren. 

Von einem beliebigen Punkte b der Geraden B gehen ausser dieser 
noch m Tangenten an die Correspondenzcurve.*) Um dieselben zu erhalten, 
ziehen wir von b die Tangenten an die Curve C" und verbinden ihre Be- 
rührungspunkte mit 0. Die Verbindungslinien treffen die Gerade A in den- 
jenigen Punkten, wo sie von den m Tangenten geschnitten wird, die von 
b aus an die Curve C^+„ gehen. 

Unter der Voraussetzung, dass C" eine allgemeine Curve sei, oder 
nur solche vielfache Punkte besitze, deren Tangenten nicht zusammenfallen, 
hat die Curve C^+„ mit der Geraden A im ganzen 3 m Punkte gemein. 
Von diesen kommen 2 m auf die Berührungspunkte der Geraden A. Die 
übrigen m Punkte sind die Schnittpunkte der Geraden A mit denjenigen 
Strahlen a^ des Punktes 0, welche die Curve C* berühren. 

Denn rechnet man einen solchen Strahl a^ zu dem Büschel (a), so 
befindet sich unter den ihm entsprechenden n Strahlen b ein Dupel, welches 



*) Der Kürze halber wollen wir im Folgenden einfach sagen die Curce statt die 
Corresponden^icurve, 
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mit ihm selber zasammenföllt und dareb b^^ bezeicbnet werden möge. DiescB 
Dnpel b^^ gebt oacb dem Pankte, wo die Gerade B von der Tangente «^ 
der Curve 0" gesebnitten wird. In dem BerUbrnngspunkte der Tangente a^ 
mit der Curve C" sind nämlicb zwei Punkte p vereinigt. 

Daber berübrt der Strabl o^ die Curve C^^^ auf der Geraden A, 
Andere Punkte als die Sebnittpunkte mit den m Tangenten, welcbe von 
an die Curve C" gehen, kann die Gerade A mit der Curve C^+, nicbt gemein 
baben, wesbalb diese von der Ordnung 3 m ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Curve C" ausser ibren Wende- 
tangenteu böcbstens noch solche vielfache Tangenten besitzt, deren Be- 
rührungspunkte nicht zusammenfallen, sind die Schnittpunkte der Curve C^^, 
mit der Geraden B folgende: 

1) die n Berührungspunkte, welche 2n Schnittpunkte darstellen; 

2) die Schnittpunkte der Geraden B mit der Curve C"; 

3) die Schnittpunkte der Geraden B mit den Wendetangenten der 
Curve C". 

Denn von den beiden zuletzt genannten Kategorien von Punkten geben 
an die Curve 0^+« unter anderen je zwei unendlich dicht auf einander 
folgende Tangenten. 

Von den m+n Tangenten, welche von aus an die Curve C^+, 
gehen, berühren n dieselbe in den eben genannten Schnittpunkten der Curve 0" 
mit der Geraden B. Die übrigen sind die m Tangenten, welche sich von 
aus an die Curve 0" ziehen lassen und sie berühren die Curve C,,,^ in den 
Punkten, wo sie die Gerade A treffen. 

Wie leicht zu erweisen, kann die Curve C„^^ unter den gemac'hten 

Voraussetzungen mit den beiden Geraden A und B keine anderen Punkte 

gemein haben als die oben genannten. Da nun diese beiden Geraden von 

der Curve C^+„ in gleich vielen Punkten geschnitten werden, so gilt, wenn 

wir die Anzahl der Wendepunkte der Curve C" durch i bezeichnen, die 

Gleichung 

3m = 3n+i 
oder 

(1.) i = 3(m — «), 

und zwar auch in dem Falle, dass die Curve C" vielfache Tangenten mit 
nicht zusammenfallenden Berührungspunkten und vielfache Punkte mit nicht 
zusammenfallenden Tangenten besitzt. 
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Wäre nämlich K ein *-facher Punkt der Curve C", so triflft der Strahl 
OK die Curve C" ausserhalb Ä'noch in «— & Punkten, welche eben so viele 
Tangenten der Curve C«^ liefern, die durch den Schnittpunkt a' der Geraden 
A und des Strahles OK laufen. Die übrigen k Tangenten, die sich von a' 
ausser der Geraden A an die Curve C,„^ ziehen lassen, gehen nach der 
für diese Curve angegebenen Construction offenbar nach denjenigen Punkten 
der Geraden B, wo diese von den * Tangenten der durch den Punkt K 
laufenden Zweige der Cnrve C geschnitten wird. Ist also die Ordnung der 
Curve C* gegeben, so hat ein vielfacher Punkt der angegebenen Art nur 
insofern Einfluss auf die Ordnung und Klasse der Curve C„^„ als er die 
Zahlen m und i ändert. 

Ist die Klasse m der Curve C" gegeben, so ändert eine vielfache 
Tangente mit nicht zusammenfallenden Berührungspunkten dieser Curve an 
der Ordnung und Klasse der Curve C„,+, nur insofern etwas, als die Zahl 
n sich vermindert. 

Ist zum Beispiel /' eine &-fache Tangente der Curve C", und schneidet 
t' die Gerade B in b\ so laufen von diesem Punkte aus m— & Tangenten 
an C", welche von t' verschieden sind, und liefern eben so viele Tangenten 
der Curve C^^^.«, die von b' ausgehen. Die übrigen k Tangenten, welche 
von V an die Curve C„»+„ gezogen werden können, gehen durch die Schnitt- 
punkte der Geraden A mit den Strahlen, die von nach den k Berührungs- 
punkten von t' laufen. 

Besitzt die Curve C" eine Spitze S, so trifft der Strahl OS die Gerade 
A in einem Punkte der Curve C^^^^ welchen wir durch a" bezeichnen wollen. 
Denn die Verbindungslinie von a" mit dem Punkte, wo die Rückkehr- 
tangente der Spitze S die Gerade B trifft, stellt zwei unendlich dicht auf 
einander folgende Tangenten der Curve 0^+, dar, denn eine Spitze ist ein 
Doppelpunkt mit zwei zusammenfallenden Tangenten. 

Besitzt die Curve C" also x Spitzen, so schneidet die Gerade A die 
Curve C^+n nicht in 3m, sondern in 3m+x Punkten. Wir haben jetzt also 
statt (1.) die Gleichung 

(2.) i = 3(fn~«) + ;f, 

oder die sich selbst entsprechende Plücker^che Gleichung 

i—x = 3(m— fi), 

welche wir in § 15 auf Seite 30 als (7.) bezeichnet hatten. 
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Hat die Curve C" vielfache Punkte, durch welche 

&i , ^2 , . . . 
Zweige mit verschiedenen Tangenten laufen, so geht (2.), da jetzt 

m = «(ii-l)-*,(&i-l)-ft2(&2-l) 3;f 

ist, über in 

(3.) i = 3ii(ii-2)-3&i(&i-l)-3&2(*2-l) 8x. 

Die sich selbst entsprechende Ptocftersche Gleichung ist aber noch 
erweiterungsfähig. Wir nehmen z. B. an, die Curve C besässe ausser den 
oben genannten Singularitäten noch die vielfachen Punkte 

durch welche 

«n "2j ••• 

Zweige gehen, von deren Tangenten beziehlich 

Paare in je eine zusammenfallen; ausserdem aber habe die Curve C" eine 
Anzahl mehrfacher Tangenten 

von deren Berührungspunkten 

Paare in je einen zusammenfallen. 

Dann schneiden die Tangenten f^, /29 • • die Gerade £ beziehlich in 
einem iji-fachen, i?2-fachen, ... Punkte der Curve C^^n- Die Tangenten eines 
solchen Punktes gehen nach den Schnittpunkten der Geraden A mit den- 
jenigen Strahlen des Punktes 0, welche nach den auf der betreffenden Tan- 
gente /j, ^2? ••• befindlichen Wendepunkten laufen. 

Diejenigen Strahlen des Punktes aber, welche nach den Punkten 
K[j ^2, ... gehen, schneiden die Gerade A in einem «x-fachen, t2-fachen, .,. 
Punkte der Curve C^+„. Die Tangenten eines solchen Punktes gehen nach 
den Schnittpunkten der Geraden B mit den zusammengefallenen Tangenten- 
paaren des betreffenden der Punkte K[^ ffj, ... Wir haben also die Gleichung 

oder 

(4.) 3(m-«) = < + (^i + »?2+--0-^-(*i+«2+--0- 

Dies ist insofern eine Tautologie, als wir bereits annahmen, dass auf 
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den Tangenten 

i 1 , *2 ? • • • 

I7l, tj2? ••• 

Wendepunkte der Carve C" liegen, und dass diese in den Punkten 

8ij $2^ • • • 

Spitzen habe. Setzen wir aber 

^1 = ^2 = • • • = 0, 

80 folgt aas der letzten Gleichung 

m 

(5.) i = 3(»i-n)+Jf+(«i+«2+-")i 

und da jetzt 

-&;(a;-i)-ä;(*;-i) (»,+».+•••) 

ist, erhalten wir 

i = 3«(fi-2)-3Ä,(Ä,-l)-3ft2(&,-l) 8;« 

-3&;(*;-i)-3&;(a;-i) 2(»,+s,+.-). 

Eine entsprechende Gleichung gilt für x. 

Wir nehmen ferner an, die Curve C" besässe ausser den für die 
Gleichung (4.) vorausgesetzten Singularitäten noch eine Anzahl vielfacher 
Punkte 

Wftt r^lt 

"■1 ? '*2 ? • • • » 

durch welche beziehlich 

Zweige gehen, von deren Tangenten beziehlich je 

^1 J ^21 • • • 

in eine zusammenfallen. Ferner nehmen wir an, die Curve C" habe eine 
Anzahl vielfacher Tangenten 

*n n ? • • • ? 

von deren Berührungspunkten beziehlich je 

*^l? ^2? ••• 

in einen zusammenfallen. Dann schneidet die Curve 0^^^ die beiden Ge- 
raden A^ B ausser in den für die Gleichung (4.) geltenden Punkten noch in 
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anderen. Nämlich diejenigen Strahlen des Punktes 0, welche nach den 
Punkten 

11 fl2 j • • • 

gehen, schneiden die Gerade A in einem 

(aj — l)-fachen, (aj— l)-fachen, ... 

Punkte. Die Tangenten eines solchen Punktes fallen in eine zusammen 
und gehen nach dem Schnittpunkte der Geraden B mit derjenigen Tangente 
des betreifenden der Punkte Ä'J', Ä"!', . . . , welche beziehlich ai, aj, ... zu- 
sammengefallene Tangenten darstellt. 

Der Schnittpunkt der Geraden B mit einer der Tangenten 

t' t' 

*1, ^2) ••• 

ist bezieh! ich ein 

(f>i — l)-facher, (f>2— l)-facher, ... 

Punkt der Curve C^^, und seine Tangenten fallen in eine zusammen. Diese 
geht nach dem Schnittpunkte der Geraden A mit demjenigen Strahle des 
Punktes 0, welcher nach dem mehrere Berührungspunkte in sich ver- 
einigenden . Punkte der betreifenden Tangente <i,<2?... läuft. 

Setzen wir also die Anzahlen der Schnittpunkte der Geraden A, B 
mit der Curve C„,^„ einander gleich, so erhalten wir 

3iii-i-;f+(«i + «,+ ...) + (ai-l) + (a2-l) + ---=3« + t+(ijj + i?2+-) 
Hieraus folgt: 

f ^ + (r|^ + rl2 + -) + (f>^-l) + (f>2-l) + - 

Setzen wir jetzt 

Vi = '7-2 = --- = (f?i-l) = (f?2-l) = --- = 0, 
so ergiebt sich aus der obigen Gleichung 

(8.) 1 = 3(m-w) + ;f + («,+«2+-) + (^i-l) + (^2-l) + --. 
Nun ist aber unter den gemachten Voraussetzungen 
j n(n-l)'-k,(k, -1)-Ä, (&2-I) Sx 

fn = -ft;(Ä; - i)-ä; (/r;-i) («,+«2+-) 



(7.) 3(m-ii) = 



1 



-&;'(*"-i)-Äi'(*"-i) — (ö,-i)-((T,-i)- 



(19.) / = 
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Mit RttckBicht hierauf geht (7.) über in 

_3&; (&; -i)-3&;(ä;-i) 2(«,+«,+...) 

-3*;'(&;'-l)~3*;' &;'-!) 2(a,-l)-2(a2-l)-.... 

Nimmt man an, die Curve C" habe beliebige mehrfache Punkte und 
Tangenten beziehlich mit beliebig zusammenfallenden Tangenten und Be- 
rührungspunkten, so erhält man aus der Construction der Curve C^^ und 
der Gleichsetzung der Anzahlen ihrer Schnittpunkte mit den beiden Geraden 
A und B folgenden Satz, welcher die sich selbst entsprechende Pföcftersche 
Gleichung in ihrer allgemeinsten Form vertritt: 

Lehrsatz 15. 

Addirt man die Anzahl der Wendepunkte und die um Eins verminderten 
Zahlen zusammenfallender Berührungspunkte mehrfacher Tangenten einer Curve, 
addirt man ferner die Anzahl der Spitzen dieser Curve und die um Eins ver- 
minderten Zahlen zusammenfallender Tangenten mehrfacher Punkte derselben 
(indem man jede Gruppe zusammenfallender Elemente für sich rechnet)^ so ist 
die Differenz der erhaltenen beiden Summen gleich der dreifachen Differenz 
zwischen der Klasse und der Ordnung dieser Curve. 

§18. 

Doppeltangonten der Correspondenzcurve C'^^_^. 

Behufs der in § 22 erfolgenden vierten Lösung des Problems der 
Doppeltangenten ist es nöthig, die Ordnung einer gewissen Curve zu kennen, 
welche ihrerseits von den Doppeltangenten der in § 17 behandelten Corre- 
spondenzcurve C^^^ abhängt. Wir müssen uns daher mit dieser Curve noch 
etwas näher beschäftigen. 

Zunächst ist klar, dass die Curve C^^ ausser der m-fachen Tangente 
A und der it-fachen Tangente B im allgemeinen noch Doppeltangenten haben 
wird. Gehen nämlich von einem Punkte b* der Geraden B an die Curve C" 
zwei Tangenten, deren Berührungspunkte sich auf einem und demselben 
Strahle o* des Punktes befinden, und bezeichnen wir den Punkt, wo die 
Gerade A von dem Strahle o* getroffen wird, durch a*, so ist die Ver- 
bindungslinie a*6* offenbar eine Doppeltangente der Curve C^^.,. 

Denkt man sich nun, ein Strahl o drehe sich um den Punkt 0, so 
triflft er die Curve C" in jedem Moment in n Punkten, deren Tangenten 

25* 
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sich in ^ii(fi— 1) Punkten P schneiden. Der Ort dieser Pankte P ist eine 
gewisse Cnrve F. Jedem Schnittpunkte der Geraden B mit dieser Curve 
entspricht eine Doppeltangente der Curve C„,^^. Denn von einem Schnitt- 
punkte der Geraden B und der Curve 1' gehen (unter anderen) zwei Tan- 
genten an die Curve C", deren Berührungspunkte auf einem Strahle o des 
Punktes liegen. Also ist die Ordnung der Curve F im allgemeinen gleich 
der Anzahl der Doppeltangenten der Curve C^+«. (Wenn von Doppel- 
tangenten dieser Curve die Rede ist, so sind solche Doppeltangenten gemeint, 
die sie ausser den beiden vielfachen Tangenten A und B besitzt, welche 
unter Umständen auch Doppeltangenten sein können, dann aber nicht ge- 
meint sind.) 

Andererseits ist es dagegen klar, dass die Curve C^^^ ausser den 
Geraden A und B im allgemeinen keine anderen vielfachen Tangenten als 
Doppeltangenten haben wird, denn diese entsprechen, wie oben gezeigt 
wurde, den Schnittpunkten der Geraden B mit der Curve F. Diese Curve 
hängt aber nur von der Curve C" und dem Punkte ab, nicht aber von 
der Geraden B, welche letzteren beide der Voraussetzung zufolge beliebig 
gewählt wurden. Daher wird die Gerade B die Curve /' im allgemeinen 
in gewöhnlichen Punkten schneiden. Einem solchen gewöhnlichen Schnitt- 
punkte entspricht aber eine Doppeltangfente der Curve C„^^^. 

Die Curve F hat im allgemeinen stets dreifache Punkte, welche aber 
nicht auf der Geraden B liegen, denn diese war beliebig gewählt worden. 
Läge auf der Geraden B ein solcher Punkt, so hätte die Curve C„,+^ eine 
dreifache Tangente, welche von den beiden Geraden A und B verschieden 
wäre, und umgekehrt. Ueberhaupt, hätte die Curve C^^^ eine &-fache Tan- 
gente, die von den beiden Geraden A und B verschieden wäre, so ent- 
spräche ihr auf der Geraden B ein ^ft(*— l)-facher Punkt der Curve F. 
Denn eine &-fache Tangente der Curve C^+„ kann nur hervorgegangen ge- 
dacht werden aus k nicht auf einander folgenden Tangenten der Curve C*, 
welche von einem Punkte der Geraden B ausgehen und ihre Berührungs- 
punkte auf einem Strahle des Punktes haben. 

Denken wir uns nun, ein Punkt b durchliefe die Gerade B, und es 
würden von ihm aus in jeder seiner Lagen die m Tangenten an die Curve C" 
gezogen, so ergeben deren Berührungspunkte zu je zweien mit einander 
verbunden |fw(m— 1) Sehnen, deren Enveloppe eine gewisse Curve JS ist 
Es sei nun t^ eine Tangente, die von aus an die Curve -5* geht. Dann 



Zimmermann, neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen. 187 

tri£ft t^ die Carve 0" in n Punkten, von denen zwei so beschaffen sind, dass 
ihre Tangenten sieh in einem Punkte der Geraden B schneiden, den wir b^ 
nennen wollen. Bezeichnen wir den Punkt, in welchem die Tangente /^ 
die Gerade A trifft, durch a^, so ist offenbar die Verbindungslinie a^h^ eine 
Doppeltangente der Curve C„,_^^. 

Jeder Tangente, die von dem Punkte aus an die Curve -2* geht, 
entspricht also eine Doppeltangente der Curve C^^ und folglich auch ein 
Schnittpunkt der Geraden B mit der Curve /'. Mithin ist die Ordnung der 
Curve /' gleich der Klasse der Curve -2*, denn diese beiden Zahlen sind 
gleich der Anzahl der Doppeltangenten der Curve C^^„. Diese letztere 
Zahl wollen wir nun berechnen. Zuvor muss aber bewiesen werden, dass 
die Curve C„,^ ausser den beiden mehrfachen Tangenten A und B im all- 
gemeinen nur noch Doppeltangenten, aber keine Wendetangenten besitzt, 
denn damit steht und fällt das ganze Räsonnement. 

Ist sowohl die Gerade A als auch B^ oder ist nur eine dieser beiden 
Geraden eine Doppeltangente, so ist die Ordnung der Curve r (oder die 
Klasse der Curve -2*) gleich derjenigen Zahl, welche ausdrückt, wie viele 
Doppeltangenten die Curve C^^ ausser den beiden Geraden A und B hat. 

Wendetangenten kann die Curve C^^, im allgemeinen deshalb nicht 
besitzen, weil eine solche Hypothese zu widersinnigen Folgerungen führen 
würde. Denn, angenommen, die Curve C«,^.» hätte eine Wendetangente, 
welche die beiden Geraden A, B in den Punkten ao, bo schnitte, so liegen 
diejenigen beiden Punkte p,,? Po der Curve C", welche zur Erzeugung jener 
Wendetangente führten, auf dem Strahle OOo, und die Tangenten der Curve C" 
in den beiden Punkten p^, pl liefen durch den Punkt h^. Nun sind zwei 
Fälle möglich: Entweder fallen die beiden Punkte poi pl zusammen oder 
nicht Nehmen wir das letztere an, so erzeugen die beiden Punkte pm ^ 
eine Doppeltangente der Curve C^^^ und keine Wendetangente. Fallen 
aber die beiden Punkte po? pl zusammen, so ist ihre Verbindungslinie eine 
Tangente der Curve C" und zugleich ein Strahl Oo des Punktes 0, welchen 
Fall wir bereits oben in § 17 erörtert haben. Dieser Strahl ist dann eine 
gewöhnliche Tangente der Curve C^+« und berührt sie auf der Geraden A, 
wie in § 17 gezeigt wurde. Man sieht also, dass die Annahme, die Curve 
C„,^, habe Wendetangenten, im allgemeinen widersinnig ist. 

Allerdings kann die Curve C„,^„ Wendetangenten haben, aber nur in 
einem besonderen Falle. Dann sind dieselben aber zugleich Wendetangenten 
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der Curve C" und laufen durch den Punkt 0. Dieser Fall ist aber im all- 
gemeinen ausgeschlossen, denn wir nahmen bei der Construotion der Curve 
C^+n ausdrücklich an, dass der Punkt eine beliebige Lage habe. Indessen 
möge der Fall hier noch erledigt werden. 

Es sei also w eine Wendetangente der Curve C**, welche durch den 
Punkt geht und die beiden Geraden A, B in den Punkten a, b schneidet. 
Der Wendepunkt der Curve C" auf der Wendetangente to heisse p. Nun 
sind in der Wendetangente w zwei der m Tangenten, die von b aus an die 
Curve C^_,.„ gehen, zusammengefallen. Es gehen ferner von a aus drei Tan- 
genten an die Curve C„,^^^ welche mit u? zusammenfallen, denn sie ent- 
sprechen den drei Punkten der Curve C", welche auf der Wendetangente to 
in ihrem Wendepunkte p vereinigt sind. 

Wenn nun von a aus drei und von b aus zwei Tangenten an die 
Curve C^^.« gehen, die mit w zusammenfallen, so ist dieses nur so zu er- 
klären, dass u> eine Wendetangente der Curve C„^„ und a ihr Wendepunkt 
ist. Jede andere Annahme führt auf Widersprüche. Bei dieser Annahme 
schneidet die Gerade A die Curve C„+„ in 2fw+(iii — 2)-fl+;f Punkten 
(wenn die Curve C" nämlich x Spitzen hat), die Gerade B dagegen schneidet 
die Curve C„,+« in 3w+i— 1 Punkten (wo i die Anzahl der Wendepunkte 
der Curve C* bedeutet), und es ist daher 

2m+(m-2)-[-l + ^ = 3ii + /-l, 
oder wieder 

I— ;? = 3(fW— «). 

Nun bleibt schliesslich noch der Fall zu erörtern, dass der Punkt 
auf einer Rückkehrtangente der Curve C liegt, obwohl dieser Fall eigent- 
lich bereits ausgeschlossen ist, weil wir die Lage des Punktes als beliebig 
annahmen. Doch wollen wir auch diese Möglichkeit untersuchen. 

Es sei also S eine Spitze der Curve C" und s ihre Rückkehrtangente, 
welche die Geraden A und B in den Punkten a' und b' schneiden möge. 
Dann gehen an die Curve C" von b' aus m Tangenten, zu denen auch $ 
gehört. Sie liefert eine mit ihr selbst zusammenfallende Tangente der 
Curve C^+„. 

Von a' aus gehen «—3 von s verschiedene Tangenten an die Curve 
Cm+«, welche den Punkten entsprechen, in denen die Curve C* von der 
Rückkebrtangente s ausser in der Spitze S geschnitten wird. Den in dem 
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Rückkebrpankte iS auf der Geraden s vereinigten drei Punkten der Curve C" 
entsprechen aber drei von a' ausgehende und mit 8 zusammenfallende Tan- 
genten der Curve C^^.». Daher ist a' ein RUckkehrpunkt der Curve C^+. 
und 8 ist seine Rttckkehrtangente. Denn 8 ist eine einfache von b' aus 
, an die Curve C^^^ gehende Tangente. Wenn aber von a' aus an diese 
Curve drei Tangenten gehen sollen, die mit 8 zusammenfallen, und 8 soll 
eine einfache Tangente sein, so kann a' nur ein RUckkehrpunkt der Curve 
C^^„ sein, und jede andere Annahme fahrt auf Widersprüche. In der That, 
die Gerade A schneidet die Curve C^+^ alsdann in 2m+(m— l)+24-;f— 1 
Punkten, während auf der Geraden B wie früher Sn+v Schnittpunkte liegen. 
Wir haben dann also 

Sn+i = 2m+(m-l)+2 + x-l, 
oder 

i—x = 3(iw— n). 

Hiermit haben wir alle in Betracht kommenden Fälle erschöpft und klar 
erwiesen, dass die Curve C«+,», so lange die Lage des Punktes und der 
beiden Geraden A, B beliebig ist, unter keinen Umständen Wendetangenten 
besitzen kann. 

Wir nehmen nun zur Berechnung der Doppeltangenten der Curve C,„+» 
an, die Curve C* habe beliebig viele vielfache Punkte mit getrennten Tan- 
genten und ferner x Spitzen. Ausserdem möge die Curve C vielfache Punkte 
hesitzen, von deren Tangenten je 

Ol, (7.2, .. . 

zusammenfallen, jedoch so, dass sich auch mehrere dieser Zahlen auf einen 
und denselben Punkt beziehen dürfen, so dass also dann für diesen viel- 
fachen Punkt mehrere Gruppen von Tangenten in je eine zusammenfallen. 
Ferner möge die Curve C" beliebig viele mehrfache Tangenten mit ge- 
trennten Berührungspunkten und ausserdem t Wendepunkte besitzen. Dann 
möge die Curve C" noch vielfache Tangenten besitzen, von deren Be- 
rührungspunkten je 

I?,, I?2, .. . 

zusammenfallen, jedoch so, dass auf einer dieser Tangenten auch mehrere 
Gruppen von Berührungspunkten in je einen zusammenfallen dürfen, wodurch 
bewirkt wird, dass dann eine solche Tangente mehrere Undulationspunkte 
hat, deren gemeinsame Undulationstangente sie ist. 
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Bezeichnen wir jetzt die Ordnung der Curve C^^ durch r und setzen 

(^l-l)+(^2-l) + ---=@, 

80 ist 

(1.) v = 3m+;f+iS, 
oder auch 

(2.) v = 3n + i+^. 

Bezeichnen wir jetzt die Ordnung der Curve /' durch y, die Klasse 
der Curve JS aber durch a, so sind diese beiden Zahlen gleich der Anzahl 
der Doppeltangenten der Curve C,,,^.». Da diese Curve ausser den Doppel- 
tangenten, der m-fachen Tangente A und der n-fachen Tangente B im all- 
gemeinen keine mehrfachen Tangenten besitzt, so ist, indem wir die Ordnung 
der Curve C^+„ aus ihrer Klasse und ihren mehrfachen Tangenten berechnen 
und das Resultat den Werthen (1.) und (2.) gleichsetzen: 

oder, wenn man für v den Werth aus (1.) oder (2.) substituirt, 

(3.) a = y = |[m(2ii-3)-;f-©] = ^[ii(2iii--3)-£-SB]. 

Setzt man liierin für m seinen Werth, so erhält man die Zahlen a und y 
in zwei Ausfertigungen, welche auf alle möglichen Singularitäten der Curve C" 
Rücksicht nehmen. Wir wollen von nun an die beiden Curven, um welche 
es sich handelt, durch 7^ und JS„ bezeichnen. In dem einfachsten Falle, 
wo C" eine allgemeine Curve «-ter Ordnung ist, haben wir 

ö = y = ^n(«-l)(2«-3). 

Ist C" eine allgemeine Curve iw-ter Klasse, so haben wir 

a = y = |fw(m — l)(2w— 3). 

Man kann die Bestimmung der Ordnung der Curve F^ noch auf 
mehrere verschiedene Arten bewirken, indem man die Aufgabe als einen 
speciellen Fall eines allgemeineren Problems anffasst. Indessen glaube ich, 
dass bei der obigen Bestimmung der Zahl y die Berücksichtigung der Sin- 
gularitäten der Curve C* so mühelos wie nur möglich von Statten ge- 
gangen ist. 

Ich bemerke noch, dass ich, durch einen Zweifel Steiner» veranlasst, 
die Klasse der Curve -2*^ für den Fall, dass die Curve C" allgemein ist, 
bereits im Jahre 1887 bestimmt habe. Damals fasste ich den Gedanken, 



Zimmermann, neue Ableitung der Plückerechen Gleichungen. 191 

die Doppeltangenten mit Hülfe dieser Carve aufzusuchen, und beschloss, das 
Problem nur durch die Anschauung zu lösen. 

Im Frühjahre 1889 bestimmte ich die dreifachen Tangenten der Curve 2^ 
und später las ich, was de Jonquiäres, Milinowski und Chasles über die Klasse 
derselben geschrieben haben. Diese Curve ist von fundamentaler Wichtigkeit. 

§ 19. 

Zweite Bestimmung der Doppeltangenten. 

Was die Construction der Doppeltangenten anlangt, so kann dieses 
Problem von den mannigfaltigsten Gesichtspunkten aus betrachtet werden, 
denn ich habe fast ein Dutzend Lösungen gefunden, von denen ich hier 
noch vier mittheilen will. Diese Lösungen werden aber um so verwickelter, 
je mehr man die Oekonomie der Begriffe, welche man zum Beweise benutzt, 
ausser Acht lässt, ja die Darlegung der Reduction der Doppeltangenten 
durch vielfache Punkte kann alsdann unangenehme Weitläufigkeiten ver- 
ursachen. Daher werde ich diese Reduction nur bei der vierten der nach- 
folgenden Lösungen durchführen, weil sie sich daselbst mühelos gestaltet. 
Um die Doppeltangenten einer (zunächst als allgemein gedachten) ebenen 
Curve ii-ter Ordnung C" zu ermitteln, kann man von folgendem Grund- 
gedanken ausgehen: Man leitet aus der gegebenen Curve zwei Strahlenbüschel 
ab und construirt die Correspondenzcurve für dieselbe. Alsdann berechnet 
man die Ordnung der Correspondenzcurve zwei Mal und setzt die erhaltenen 
Resultate einander gleich. Waren die Strahlenbüschel passend gewählt, so 
ergiebt sich aus der entstandenen Gleichung die Anzahl der Doppeltangenteu 
der Curve C". 

Es sei p ein beliebiger Punkt der Curve C", deren Klasse durch m 
bezeichnet werden möge. Der Schnittpunkt der Tangente t des Punktes p 
mit einer beliebigen festen Geraden A heisse a. Wir verbinden ihn mit 
einem beliebigen festen Punkte 0, wodurch wir den Strahl Oa^ a erhalten. 
Diesem Strahle a sollen diejenigen Strahlen b entsprechen, die von nach 
den II— 2 Nebenpunkten p' von p gehen. Während der Punkt p die Curve 
C" durchläuft, beschreiben die Strahlen a und b um den Punkt zwei 
Strahlenbüschel (a) und (6), für welche das Correspondenz- Schema 



a 

1 
»(m-2) l 
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192 Zimmermann, neue Ableitung der Plückertchen Gleichungen. 

gilt. Einem beliebigen Strahle a entsprechen nämlich in («—2) Strahlen b. 
Denn von dem Punkte a, in welchem der Strahl a die Gerade A trifft, 
gehen m Tangenten / an die Curve C", auf denen je «—2 Nebenpunkte p' 
von t liegen. Die Verbindungslinien dieser Nebenpunkte mit sind die 
dem Strahle a entsprechenden Strahlen 6. 

Einem beliebigen Strahle 6 entsprechen dagegen «(in— 2) Strahlen a. 
Denn der Strahl b trifft die Curve C in n Punkten p\ von deren jedem 
m — 2 Nebentangenten / an die Curve C" gezogen werden können. Diese 
treffen die Gerade A in n(in — 2) Punkten a, deren Verbindungslinien mit 
dem Punkte diejenigen Strahlen a ergeben, welche dem Strahle b ent- 
sprechen. 

Wir denken uns nun für die beiden Strahlenbüschel (a) und (6) die 
Correspondenzcurve construirt, welche von der Klasse 

iw(n-2) + n(in~2) = 2inn-2in-2n 

ist und daher durch C2,nn-'2,n-2n bezeichnet werden möge. 

Von einem jeden Punkte a der Geraden A gehen m(n — 2) Tangenten 
an die Correspondenzcurve, welche die Gerade B in ebenso vielen Punkten 
schneiden, die wir durch b bezeichnen wollen. 

Von einem jeden Punkte b der Geraden B gehen n(in— 2) Tangenten 
an die Correspondenzcurve. 

Offenbar ist die Gerade A eine n (in— 2) -fache Tangente, die Gerade B 
aber eine in (n — 2) -fache Tangente der Correspondenzcurve. 

Um die Berührungspunkte von A zu erhalten, ziehe man von aus 
nach dem Schnittpunkte M der beiden Geraden A^ B einen Strahl, welcher 
die Curve C" in n Punkten trifft. Deren »(m — 2) Nebentangenten schneiden 
die Gerade A in ihren Berührungspunkten. 

Um die Berührungspunkte der Geraden B zu erhalten, ziehe man 
von M aus die m Tangenten an die Curve C". Die Verbindungslinien der 
m(n— 2) Nebenpunkte dieser Tangenten mit treffen die Gerade B in ihren 
Berührungspunkten mit der Correspondenzcurve. 

Es kommt nun darauf an, die Ordnung x dieser Curve zu bestimmen, 
denn dann können wir die Schnittpunkte der Doppeltangenten der Curve C" 
auf der Geraden A zählen. 

Es sei nämlich /^ eine Doppeltangente der Curve C, während ihre 
Berührungspunkte durch p,,p^^ bezeichnet werden mögen. Dann schneidet 
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2. Die ft Schnittpunkte a^ der Curve C" mit der Geraden Aj welche 
(fi— 2) -fache Punkte der Correspondenzcurve sind; denn von den 
Tangenten, die von einem Punkte q^ an die Curve C" gehen, fallen 
zwei unendlich benachbarte zusammen. Die Tangenten der 
Correspondenzcurve in einem beliebigen Punkte 0^, gehen nach den 
Schnittpunkten der Geraden B mit den Strahlen 6, die nach den 
Nebehpunkten von q^ laufen. Die n Punkte Qq repräsentiren also 
«(n— 2) Schnittpunkte. 

3. Die i Schnittpunkte t) der Geraden A mit den Wendetangenten 
der Curve C". Ein solcher Punkt ö ist ein (» — 2) - facher Punkt 
der Correspondenzcurve, und ihre Tangenten in demselben gehen 
nach den entsprechenden Punkten tu der Geraden B und nach 
dem Schnittpunkte dieser Geraden mit demjenigen Strahle 6, welcher 
nach dem Wendepunkte läuft, der dem Punkte t> entspricht. Die 
Punkte t) repräsentiren also (n— 2)t Schnittpunkte. 

Unter den »—2 Tangenten eines Punktes t) befinden sich 
also »—3 Doppeltangenten der Correspondenzcurve, welche sie 
zum zweiten Male in den entsprechenden Punkten tu der Geraden 
B berühren. 

4. Die Berührungspunkte der Geraden A mit der Correspondenzcurve, 
welche 2ii(m~2) Schnittpunkte darstellen. 

Andere Schnittpunkte hat die Correspondenzcurve mit der Geraden A 
nicht gemein. 

Setzen wir nun die Anzahlen der Punkte, in welchen die Correspondenz- 
curve die beiden Geraden A und B schneidet, einander gleich, so kommt: 

(2.) 2T + fi(2fw + fi-6) + (n~2)t = m(m+2«-6) + (n-3)i, 
oder 

(3.) 2t = (m— »)(w + w — 6) — t, 

oder, da 

i = 3 (m — w) 
ist, 

(4.) 2r = (m~w)(fw + «-9), 

oder, weil 

m = «(» — 1) 
ist, 

(5.) T = I « (« - 2) (n' - 9). 
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§ 20. 

Reduction der Doppeltangenten durch Doppelpunkte und Spitzen. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Curve C" habe c^ Doppelpunkte D. 
Dann entspricht einem Doppelpunkte D auch ein Doppelpunkt der 
Correspondenzcurve auf der Geraden B. 

Zum Beweise ziehen wir einen Strahl 0/), welcher die Gerade B 
in 6ii schneiden möge. Die Tangenten, welche ausser der Geraden B von bo 
aus an die Correspondenzcurve gehen, sind folgende: 

1. Die (n— 2)(m— 2) Geraden, die nach denjenigen Punkten der 
Geraden A gehen, welche auf den Nebentangenten der (» — 2) Punkte 
liegen, in denen der Strahl D die Curve C ausser dem Doppel- 
punkt D noch schneidet. 

2. Die m— 4 Geraden, die nach denjenigen Punkten der Geraden A 
gehen, welche auf den wi— 4 Tangenten liegen, die sich von D aus 
an die Curve C" ziehen lassen, ohne in D zu berühren. Diese 
m — 4 Geraden sind Doppeltangenten der Correspondenzcurve. 

3. Die zwei Geraden /„,<o, welche nach den Punkten gehen, in 
denen die Gerade A von den beiden Tangenten des Doppelpunktes D 
geschnitten wird. Diese beiden Tangenten /y, /,', berühren die 
Correspondenzcurve offenbar in bo, welcher Punkt somit ein Doppel- 
punkt dieser Curve ist. 

Hat die Curve C" noch x Spitzen S^ so treffen die Strahlen OS die 
Gerade B offenbar in einfachen Punkten der Correspondenzcurve. Wir 
wollen einen solchen Punkt durch bm, bezeichnen. Von demselben gehen 
folgende Tangenten an die Correspondenzcurve: 

1. Die («— 2)(iii— 2) Geraden, die nach denjenigen Punkten der 
Geraden A gehen, welche auf den Nebentangenten der «—2 Punkte 
liegen, in denen der Strahl OS die Curve C" ausser der Spitze S 
noch schneidet. 

2. Die m — 3 Geraden, die nach denjenigen Punkten der Geraden A 
gehen, welche auf den w— 3 Tangenten liegen, die sich von iSaus 
an die Curve C" ziehen lassen, ohne in S zu berühren. Diese w— 3 
Geraden sind Doppeltangenten der Correspondenzcurve. 

3. Die Gerade /ui, welche nach dem Punkte geht, in welchem die 
Gerade A von der Rückkehrtangente der Spitze iS geschnitten 
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wird. Diese Gerade t^y^i berührt die Correspondenzeurve offenbar 

in b,„, welcher Punkt somit ein Schnittpunkt dieser Curve und der 

Geraden B ist. 

Die Beweise für die sechs vorstehenden Behauptungen ergeben sich 

aus der Entstehungsweise der Correspondenzeurve und mögen hier als zu 

weitläufig übergangen werden. 

Hiernach haben wir aus der doppelten Berechnung der Ordnung der 
Correspondenzeurve, indem wir ihre Schnittpunkte mit den beiden Geraden 
A und B zählen, die Gleichung 

2T + ii(2iii + ii-6) + (ii-2)t = fn(m + 2n-Q) + (n-S)i+2d + x. 

Hieraus folgt 
(1.) 2T==(m-n)(m + n-6)-i + 2d + x, 

oder, da jetzt 

(2.) i = 3(iii-ii) + ;f 

ist, 

(3.) T = ^(m-ii)(m + n-9) + (y, 

oder, da jetzt 

(4.) fn=^n(n-l)-2dS}: 

ist, 

T = |«(»~2)(ii'^-9)-2(y[»(fi-i)-(y-5] 

-f;f[2ii(«-l)-3(;f+3)J + 6;f(y. 
Wie man sieht, ist (3.) identisch mit der Gleichung (2*.) des § 13, S. 26. 

Um die Gleichung (1.) zu erhalten, kann man auch die Plücker^chen 
Gleichungen (1.), (4.), (5.), (7.) beziehlich mit —1, —2, +1, —1 multipli- 
ciren und addiren (vgl. S. 30). 

Nimmt man an, die gegebene Curve C" habe vielfache Punkte mit 
getrennten oder zum Theil auch zusammenfallenden Tangenten, so lassen 
sich die Reductionen, welche die Anzahl der Doppeltangenten alsdann er- 
leidet, wohl berechnen, aber die Herleitung derselben wird sehr weitläufig, 
weshalb ich darüber hinweggehe. Auch bei der folgenden Bestimmung 
der Doppeltangenten ist die Ableitung dieser Reductionen lästig. 

§ 21. 

Dritte Bestimmung der Doppeltangeuten. 

Um die Doppeltangenten einer als allgemein gedachten Curve n-ter 
Ordnung m-ter Klasse C" zu bestimmen, ziehen wir durch einen beliebigen 
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festen Punkt M zwei beliebige feste Gerade A, B. Die Tangente / eines 
beliebigen Punktes p der Curve möge die Gerade -4 in a treffen, während 
die Tangenten /i,/^?-- der Nebenpnnkte p[^p2j... von p die Gerade B in 
den »—2 Punkten b», 62,... schneiden mögen. Wir ziehen nun die 
Geraden 

abi, aba, ... . 

Während der Punkt p die Curve C" durchläuft, umhUUen diese 
Geraden eine gewisse Curve @, deren Klasse wir bestimmen wollen. 

Von einem beliebigen Punkte a der Geraden A gehen an die ge- 
suchte Curve m(n— 2) Tangenten, welche von A verschieden sind. Denn 
es lassen sich von a aus m Tangenten an C" ziehen, von denen diese Curve 
jede in den «—2 Nebenpunkten p' ihres Berührungspunktes p schneidet Die 
Tangenten der m(ii— 2) Punkte p' treffen die Gerade B in denjenigen 
Punkten b, welche dem Punkte a entsprechen. 

Von einem beliebigen Punkte b der Geraden B gehen an die ge- 
suchte Enveloppe fii(m — 2) Tangenten, welche von B verschieden sind. 
Denn es lassen sich von b aus m Tangenten an die Curve C" ziehen, welche 
in m Punkten p' berühren. Von einem jeden dieser Punkte p' gehen iw— 2 
Nebentangenten an die Curve C*, welche die Gerade A in denjenigen 
Punkten a schneiden, die dem Punkte b entsprechen. 

Ausserdem ist die Gerade A eine m(iii— 2)-fache Tangente der 
Enveloppe, während die Gerade B sie m(ii — 2)-mal berührt. Mithin ist die 
Enveloppe 6 von der Klasse 

iii(w— 2) + m(ii— 2) = iw(iii+n-4). 

Wir wollen nun die Ordnung dieser Curve doppelt bestimmen, indem 
wir ihre Schnittpunkte mit den beiden Geraden A und B aufsuchen. Die 
Schnittpunkte der Geraden A mit der Curve ® sind: 

1. Die m(m-'2) Berührungspunkte der Geraden A^ welche 2m(iw— 2) 
Schnittpunkte ergeben. 

2. Die n Schnittpunkte der Curve C* mit der Geraden A. Jeder dieser 
Schnittpunkte, die wir durch a^ bezeichnen wollen, ist ein(«— 2)- 
facher Punkt der Curve ß, denn von den Tangenten, die von a^ 
an die Curve C" gehen, fallen zwei unendlich benachbarte in eine 
einzige a^ zusammen, welche in a^ selber berührt. Die Tangenten 
der w — 2 Nebenpunkte von a^ schneiden daher die Gerade B in 
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Punkten, deren Verbindungslinien mit a^ in diesem Punkte die 
Curve ® berühren. Das giebt »(«—2) Schnittpunkte. 

3. Die Schnittpunkte a^^^ der Geraden A mit den t Wendetangenten 
der Curve C" sind («—3)- fache Punkte der Curve 6. Denn die 
von einem Punkte a^^^ ausgehende Wendetangente w stellt zwei 
unendlich dicht auf einander folgende zusammenfallende Tangenten 
vor, deren Berührungspunkte zusammenfallen. Die Wendetangente w 
trifft die Curve C" ausserhalb des Wendepunktes noch in n— 3 
Punkten, deren Tangenten die Gerade B in Punkten schneiden, 
deren Verbindungslinien mit a^^^ die Curve S in diesem Punkte 
berühren. 

Diese Punkte a^^^ stellen -also (n— 3)^ Schnittpunkte vor. 

4. Die Doppeltangenten der Curve C", deren Anzahl wir durch t be- 
zeichnen wollen, schneiden die Gerade A in Punkten, in denen 
die Curve 6 sich selbst berührt. Sie rechnen daher als 2 t Schnitt- 
punkte. 

Bezeichnen wir nämlich eine solche Doppeltangente durch 
t^^ und ihren Schnittpunkt mit der Geraden A durch a^^, ihre 
Berührungspunkte aber durch Pi, und p^^, ihre n— 4 Nebenpunkte 
aber generell durch p'^^, so ist Folgendes zu beachten: Die Ver- 
bindungslinien des Punktes a^^ mit denjenigen Punkten, wo die 
Gerade B von den Tangenten der «—4 Nebenpunkte p'^^ geschnitten 
wird, sind Doppeltangenten der Curve ®. 

Fassen wir den einen Berührungspunkt von /^^, zum Beispiel 
p\^ als einen Punkt p auf, so stellt p^^ zwei zusammenfallende 
Punkte p' dar, deren (mit t^^ zusammenfallende) unendlich benach- 
barte Tangenten die Gerade B in zwei unendlich dicht bei einander 
liegenden Punkten b treffen, d. h. die Doppeltangente t^^ berührt 
die Curve ® in a^^. 

Dasselbe thut die Doppeltangente t^^ auch, wenn wir in 
der obigen Betrachtung die Punkte p|^^ und p^^ ihre Rollen wechseln 
lassen. Die Curve 6 berührt also die Doppeltangente t^^ in a^^ 
zwei Mal, d. h. sie berührt sich selbst in a^^. Aus dem Gesagten 
folgt, dass die Gerade A mit der Curve ® 

(1.) 2m(m-2) + «iw-2)+(»-3)i + 2T 
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Schnittpunkte gemein. Andere Punkte der Curve ^ befinden sich nicht auf 
der Geraden B. 

Setzen wir die beiden Zahlen (1.) und (2,), welche die Ordnung der 
Curve 6 ausdrücken, einander gleich^ so kommt: 

(3.) 2t = (m-3)i-(m-n)(2m-n). 

Substituiren wir für t den Werth 3(iii— n), so folgt die Gleichung 
(5.)* des § 12, (S. 25): 

2t = (w-«)(iii + ii-9), 
oder, wenn wir 

m = « (« — 1) 
setzen. 

Die Berücksichtigung singulärer Punkte der Curve C" würde bei 
der Berechnung der Anzahl ihrer Doppeltangenten auf sehr grosse Weit- 
läufigkeiten führen, weshalb sie hier unterbleibt. Ueberhaupt kann man 
sagen, dass die vorliegende und vorhergehende (zweite) Bestimmung der 
Anzahl der Doppeltangenten eigentlich nur als Beispiele anzusehen sind, zu 
welchen Verwickelungen es führt, wenn die Oekonomie der Beweisführung 
ausser Acht gelassen wird. Bei der folgenden Lösung des Problems wird 
man einsehen, welche Vereinfachung erzielt wird, wenn man ausser der 
Curve C* nicht zwei feste Gerade A und B^ sondern nur eine feste Gerade 
zu Hülfe nimmt wie bei der ersten Lösung. 

§ 22. 

Vierte Losung des Problems der Doppcl tangenten. 

Wir bezeichnen die Curve «-ter Ordnung, deren Doppeltangenten zu 
bestimmen sind, durch C*, ihre Klasse durch m und die Anzahl ihrer Wende- 
punkte durch t. 

Nun denken wir uns eine beliebige aber feste Gerade A und nehmen 
auf ihr einen beliebigen Punkt a an. Von demselben gehen m Tangenten 
an die Curve C", und ihre Berührungspunkte bilden ein vollständiges m-Eck, 
dessen Seiten die Gerade A in |^m(m— 1) Punkten a' treffen, welche dem 
Punkte a entsprechen mögen. 

Um zu erkennen, wie viele Punkte a' umgekehrt einem Punkte a' 
der Geraden A entsprechen, nehmen wir den Punkt a' als fest an, lassen einen 
Strahl um denselben rotiren und construiren die Curve /' des § 18 für 
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die Curve C". Dann schneidet diese Curve F die Gerade A offenbar in 
denjenigen Punkten a, tv eiche dem Pankte a' entsprechen. Wir haben also 
die Correspondenz 



a 



a' 



|m(fij-l) , 



y 

aus welcher sich y + ^m^m—l) Coincidenzpunkte ergeben. 

Wie man nun leicht einsieht, kann ein Punkt a mit einem ent- 
sprechenden Punkte a' nur auf drei Arten zusammenfallen. Nämlich: 

Erstens 
gehören zu den Coincidenzpunkten die Schnittpunkte der Geraden A mit 
den Wendetangenten der Curve C". Diese Coincidenzpunkte rechnen einfach^ 
und ihre Anzahl ist gleich i. 

Zweitens 
gehören zu den Coincidenzpunkten die ebenfalls einfach zählenden Schnitt- 
punkte der Geraden A mit den Doppeltangenten der Curve C", deren Anzahl 
wir durch t bezeichnen wollen. 

Drittens 
können sich Coincidenzpunkte nur in den n Schnittpunkten der Geraden A 
mit der Curve C" befinden. Für einen solchen Schnittpunkt q* liegen von 
den Ecken des m-Ecks, welches von den Berührungspunkten der Tangenten 
gebildet wird, die von a* aus an die Curve C" gehen, m— 2 ausserhalb des 
Punktes a*, und die Verbindungslinien dieser m — 2 Berührungspunkte treffen 
die Gerade A in ^(m— 2)(m— 3) Punkten a', welche dem Punkte a* ent- 
sprechen. Die übrigen Seiten des m-Ecks, welches dem Punkte a* ent- 
spricht, treffen die Gerade A in dem Punkte a*. Man könnte daher meinen,, 
es seien in a* 

|m(iii-l)-Ki«-2)(m-3) = 2w-3 

Coincidenzpunkte vereinigt. Das wäre aber ein Irrthum. Man sieht dieses- 
sofort ein, wenn man für die Correspondenz (l.) die Correspondenzcurve 
construirt. Zu diesem Zweck nehmen wir auf der Geraden A einen be- 
liebigen Punkt M an und ziehen durch denselben eine beliebige Gerade B. 
Ferner nehmen wir einen beliebigen Punkt an. Die Strahlen a 
dcBselben, welche nach den Punkten a der Geraden A gehen, bilden ein 

27* 
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StrablenbUschel (a). Die Strahlen h des Punktes 0^ welche nach den 
Punkten a' gehen, bilden ein StrablenbUschel (6). Ordnen wir die beiden 
StrablenbUschel (a) und (b) beziehlich den beiden Geraden A und B zu, so 
erhalten wir als Correspondenzcurve eine Curve von der Klasse 

welche wir durch ® bezeichnen wollen. Dieselbe hat die Geraden A und 
B zur y-fachen, beziehlich zur -^111(111— 1)- fachen Tangente. Von jedem 
Punkte der Geraden A gehen ausser dieser noch ^m(«i—l) Tangenten an 
die Curve, von jedem Punkte der Geraden B gehen ausser dieser noch y 
Tangenten an die Curve fö. 

Die Coincidenzpunkte der Correspondenz (1.) auf der Geraden A sind 
nun die Schnittpunkte derselben mit den Tangenten, die sich von dem Punkte 
aus an die Curve (^ legen lassen. Diese Tangenten bestehen erstens aus 
den i Strahlen, die von nach den Punkten gehen, in denen die Gerade 
A von den Wendetangenten der Curve C" geschnitten wird; zweitens aus 
den T Strahlen des Punktes 0, welche nach den Schnittpunkten der Geraden 
A mit den t Doppeltangenten der Curve C" gehen. Dies lässt sich ohne 
weiteres einsehen. 

Ferner sind drittens diejenigen Strahlen des Punktes 0, welche nach 
den n Schnittpunkten der Curve C und der Geraden A gehen, («1— l)-fache 
Tangenten der Curve © und berühren dieselbe (iw— 2)-mal in dem betreffen- 
den Schnittpunkte auf der Geraden A. 

Zum Beweise betrachten wir einen Schnittpunkt a* der Geraden A 
und der Curve C\ Von a* aus gehen nun m Tangenten an die Curve C", 
welche in m Punkten berühren. Von diesen m Punkten fallen zwei, die 
wir durch a*, a** bezeichnen wollen, in den Schnittpunkt a*. Die übrigen 
sind die Berührungspunkte derm— 2 Nebentangenten des Punktesa*. Diese 
m— 2 Punkte wollen wir durch 

(2.) Pu P2? ••• ? P»n-2 

bezeichnen. Sie bilden ein vollständiges (iit-2)-Eck, welches (S heissen 
möge. Seine ^(wi— 2)(«i--3) Seiten treffen die Gerade A in eben so vielen 
Punkten a', die ausserhalb a* liegen. 

Die beiden Punkte a*, a'''' bilden mit den Punkten (2.) zusammen ein 
vollständiges m-Eck, welches durch SSR bezeichnet werden möge. Die Sdten, 
welche das m-Eck 9R mit dem (iit~2)-Eck @ nicht gemein hat, schneiden 
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die Gerade A in a*, welcher Punkt also mit 

^iii(m-l)-^(iii-2)(m-3) = 2m-3 

ihm entsprechenden Punkten a' zusammenfällt. 

Wenn wir nun aus den Punkten (2.) einen, z. B. p^ herausgreifen, 
so treffen die Verbindungslinien p, a* und pi a** die Gerade A in einem Dupel 
der Punkte a', die dem Punkte a* entsprechen, und zwar fällt dieses Dupel 
mit dem Punkte a"" zusammen. Betrachten wir also den Strahl Oa* als 
einen Strahl a, so entspricht ihm unter den Strahlen b er selbst als Dupely 
d. h. der Strahl Oa* ist eine Tangente der Correspondenzcurve ® und berührt 
sie in a*. So stellt der Strahl Oa* offenbar m— 2 Tangenten der Curve ® 
dar, die alle in a* berühren. Ausserdem ist die Gerade a*a** eine Tangente 
der Correspondenzcurve ® ohne sie jedoch in a* zu berühren. Wir sehen 
also, dass der Strahl Oa* eine (m— l)-fache Tangente der Correspondenz- 
curve ist, die (m— 2)-mal in a* berührt. Mithin sind in a* nur m— 1 Coincidenz- 
punkte der Correspondeuz (1.) vereinigt, und es gehen von a* ausser der 
Geraden A noch ^m(iii—l) Tangenten an die Correspondenzcurve ©. 

Hieraus folgt nebenbei 

Lehrsatz 16. 

Ein Dupel, welches in einen entsprechenden Punkt fällte rechnet nur 
für einen einzigen Coincidenzpunkt zweier entsprechender Punktreihen. 

Andere Coincidenzpunkte als die genannten drei Arten giebt es auf 
der Geraden A nicht, wir haben also die Gleichung 

T + c + n^m — l) = y + -J 111(111— 1), 
oder 

r = y-t-|(fii-l)(m-2ii), 
oder, da 

y = i[m(2ii-3)-x-@] 

ist, 

(3.) r = |[iii(fii-4) + 2it-x-2i-@]. 

Diese Formel gilt für den Fall, dass die Curve C" beliebig viele 

mehrfache Punkte besitzt, deren Tangenten nicht zusammenfallen, dass 

sie ferner x Spitzen und daneben mehrfache Punkte hat, von deren 

Tangenten 

Ol , 02, . , . 
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in je eine zusammenfallen, jedocli so, dass sich auch mehrere dieser Zahlen 
anf ein nnd denselben Punkt beziehen dürfen, so dass also dann fUr diesen 
vielfachen Punkt mehrere Gruppen von Tangenten in je eine zusammen- 
fallen, und es ist 

@ = (ai-l) + (a2-l)+.... 

Hat die Curve C" ausser ihren Spitzen keine mehrfachen Punkte, 
fUr welche Tangenten zusammenfallen, so ist 

@ = 0. 
In diesem Falle haben wir die Gleichung 

(4) T = ■^[iii(m-4) + 2it-;f~2t], 

welche also in der Voraussetzung gilt, dass die Curve C" Spitzen und 
ausserdem eventuell noch mehrfache Punkte besitzen darf, deren Tangenten 
nicht zusammenfallen. Dann ist aber wegen der sich selbst entsprechenden 
PlUckerBchen Gleichung 

i—x ^ 3(m— «); 
also geht (4.) über in 

T = |(iii'-l0fii + 8ii-3;f). 

Dies ist die Gleichung (2.) des § 13, (S. 26). Nimmt man jetzt 
an, die Curve C" habe d Doppelpunkte, so ist 

m = w(« — 1) — 2cy— 3;^ , 

und man erhält die Gleichung (3.) des § 13: 

T = |ii(i»-2)(ii'-9)-2J[ii(w-l)-J-5] 

_|;^[2ii(ii-l)-3(;f + 3)] + 6;fJ. 

§23. 

Fünfte Bestimmung der Doppeltangenten. 

Diejenigen Analysten, welche sich mit der directen Bestimmung dei 
Anzahl der Doppeltangenten beschäftigt haben, nahmen von der weiteren 
Lösung des Problems Abstand, sobald es sich darum handelte, die Reductionen 
direct zu berechnen, welche die Anzahl der Doppeltangenten durch singulare 
Punkte erleidet. In der That sind bei der analytischen Behandlung des 
Problems die Schwierigkeiten so gross, dass man die Einstellung weiterer^ 
Versuche begreiflich findet. 

Aber die analytische Lösung des Problems ist eigentlich auch fehler- 
haft zu nennen, wenn versucht wird eine Curve durch die Berührungspunkte 
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der Doppeltangenten zu legen. Dass die Ursache hiervon nur in der Jahr- 
hunderte langen Gewöhnung an die Cartesiichen Punktcoordinaten zu suchen 
ist, kann man leicht einsehen, wenn man das reciproke Problem betrachtet. 
Was würde man dazu sagen, wenn behufs Bestimmung der Doppelpunkte 
einer gegebenen Kurve m-ter Klasse eine Curve gesucht würde, welche 
die Tangenten jener Doppelpunkte berührt? 

Aber noch mehr ! Wie gestaltet sich die Sache, wenn eine Doppel- 
tangente zwar reell, ihre beiden Berührungspunkte aber imaginär sind? Da 
würde für den Analysten mit der Bestimmung der reellen Doppeltangente 
als der Verbindungslinie der beiden imaginären Berührungspunkte die 
Schwierigkeit eigentlich erst anfangen. 

Man kann also wohl sagen, dass die Bestimmung der Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente nur dann einen Sinn hat, wenn durch dieselbe 
Methode gleichzeitig die Doppeltangenten selber bestimmt werden. 

Wie man nun leicht erkennt, werden durch die im Obigen gegebenen 
vier Lösungen des Problems die Doppeltangenten auch dann reell bestimmt, 
wenn ihre Berührungspunkte imaginär werden, deren Verbindungslinie aber 
reell ist. Ueberhaupt aber ist die Bestimmung der Doppeltangenten selber 
immer leichter und besser als die ihrer Berührungspunkte. Denn dort hat 
man nur einen Begriff zu construiren, hier aber zwei. 

Trotzdem will ich das Problem der Doppeltangenten hier auch durch 
blosse Ermittelung der Berührungspunkte lösen. 

Zu diesem Zweck gehen wir zurück auf die in § 10 gegebene 
Construction der Wendepunkte. Die zu untersuchende Curve it-ter Ordnung 
C*, welche wir zunächst als allgemein annehmen, sei von der Klasse m 
und habe t Wendepunkte. Einen festen Punkt 0, der ausserhalb der Curve 
beliebig gewählt sein möge, verbinden wir mit einem beliebigen Punkte p 
der Curve C durch einen Strahl o. Die Tangente des Punktes |) schneidet 
die Curve C" noch in «—2 Nebenpunkten p', deren Verbindungslinien mit 
dem Strahle o entsprechen und durch o' bezeichnet werden mögen. Dann 
haben wir für die beiden Strahlenbüschel (o) und (o') die Correspondenz 

o' 

i I n{n-2) 
n(m-2)~\ 1 
wie in § 10. 
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Nan ziehen wir durch einen beliebigen aber festen Pankt M 

zwei beliebige aber feste Gerade A, B und construiren die Correspondenz- 

carve, welche wir 6 nennen wollen, indem wir die Punkte a and b, in 

denen zwei entsprechende Strahlen o^ o' beziehlich die Geraden A and B 

schneiden, durch eine Gerade mit einander verbinden. Während der Punkt p 

die Curve C durchläuft, umhüllt die Gerade a b die Oorrespondenzcurve @, 

welche von der Klasse 

ii(m+w—4) 
ist. 

Nämlich von einem beliebigen Punkte a der Geraden A gehen ausser 

dieser n{n-2) Tangenten an die Oorrespondenzcurve. Um sie zu erhalten, 

ziehen wir den Strahl Oa, welcher die Curve C" in n Punkten p trifft 

Deren Tangenten schneiden die Curve C* in «(n— 2) Nebenpunkten p', durch 

welche die dem Strahle Oa entsprechenden Strahlen Oh gehen. 

Von einem beliebigen Punkte b der Geraden B gehen ausser dieser 
noch «(111 — 2) Tangenten an die Correspondenzcurve ®. Um sie zu erhalten, 
ziehen wir den Strahl Oh. Derselbe schneidet die Curve C* in n Punkten p'. 
Die «(m— 2) Nebentangenten derselben berühren die Curve C" in solchen 
Punkten p, durch welche die dem Strahle Oh entsprechenden Strahlen Oa 
gehen. 

Wie man leicht erkennt, berührt die Correspondenzcurve die Geraden 
A und B beziehlich «(wt — 2) und «(ii — 2) Mal. Mithin ist diese Curve von 
der Klasse 

n(m-2) + n{n-2) = it(fii+ii-4). 

Es sei nun t^ eine Doppeltangente der Curve C* mit den Berührungs- 
punkten p]^, p^. Fasst man die Gerade 0^\ als einen Strahl o auf, so ent- 
spricht ihm unter anderen Op^ als Dupel des Strahlenbttschels (o'). Be- 
zeichnen wir also die Punkte, in welchen die Geraden A und B beziehlich 
von den Strahlen Op|^ und Op^ getroffen werden, durch a^ und h\, so ist 
die Gerade oi h\ eine Tangente der Correspondenzcurve und berührt sie in o\ . 

Bezeichnen wir ferner die Punkte, in welchen die Geraden A und B 
beziehlich von den Strahlen Opl und Op\ geschnitten werden, durch a^ und 
bi, so sehen wir, dass die Gerade a^ h^ die Correspondenzcurve in a^ berührt. 

Mithin : 

Die Correspotidenzcurve ü schneidet die Gerade A unter 
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anderen in denselben Punkten wie die Strahlen ^ welche von dem 

Punkte aus nach den Berührungspunkten der Doppeltangenten der 

Curve C" gehen. 

Wir müssen daher, um die Anzahl der Beruh rnngsponkte dieser 

Doppeltangenten zn erbalten, die Schnittpunkte der Correspondenzcürve mit 

den beiden Geraden A und B aufsuchen und die erhaltenen Zahlen einander 

gleich setzen, denn dieselben sind gleich der Ordnung der Curve ^, die 

wir durch x bezeichnen wollen. Aus der sich ergebenden Gleichung folgt 

dann die Anzahl der Doppeltangenten. 

Die Schnittpunkte der Correspondenzcürve mit der Geraden A sind 
nun folgende: 

1. Die auf A befindlichen Berührungspunkte der Correspondenzcürve. 
Das giebt 2ii(m— 2) Schnittpunkte. 

2. Die Punkte, wo die Gerade A von den Strahlen getroffen wird, 
welche von aus nach den Berührungspunkten der Doppel- 
tangenten der Curve C" gehen. Bezeichnen wir die Anzahl dieser 
Doppeltangenten durch r, so giebt das 2 t Schnittpunkte. 

3. Die Schnittpunkte der Geraden A mit den m Tangenten, die von 
aus an die Curve C gehen, sind («—2) -fache Punkte der 
Correspondenzcürve. 

Zum Beweise nehmen wir an, es sei ^ eine solche Tangente^ 
po ihr Berührungspunkt und Oo ihr Schnittpunkt mit der Geraden A. 
Dann ist Oo ein («— 2)-facher Punkt der Correspondenzcürve, und 
seine Tangenten fallen mit /u zusammen, d. h. in dem Punkte Oo 
berührt die Correspondenzcürve (»—2) -mal die Tangente ^ und 
folglich sich selbst |(it— 2)(ii— 3)-mal. 

Der Berührungspunkt pu stellt nämlich zwei zusammen- 
gefallene Punkte p dar. Um die dem Strahle Opü = ö entsprechenden 
Strahlen o' zu erhalten, müssen wir also die n— 2 Strahlen oS 
welche den Punkt mit den Nebenpunkten von % verbinden, 
doppelt rechnen, d. h. die Gerade Ooo stellt »—2 Dupel des Strahlen- 
büschels (o') vor, welche dem Strahle Oa entsprechen, wenn man 
ihn als einen Strahl o betrachtet. Daraus erkennen wir nach 
Lehrsatz 16 (S. 203), dass eine Tangente der Curve C", welche durch 
den Punkt geht, nur «—2 Coincidenzstrahlen darstellt. (Vgl. § 10, 
Anmerkung 2, S. 19). Ferner folgt hieraus, dass die Correspondenz- 
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curve (5 die Tangeute (,, in dem Punkte a,), wo diese die Gerade 
A schneidet, (fi-'2)-mal berührt. Da sich von aus m Tangenten an 
die Curve C ziehen lassen, so giebt das iii(ii— 2) Schnittpunkte 
der Geraden A mit der Correspondenzcurve. 
Aus dem Gesagten folgt fUr die Ordnung x der Correspondenzcurve 
die Gleichung 

(1.) X = 2ii(iii-2) + 2t+w(ii-.2). 

Die Gerade B hat mit der Correspondenzcurve (^ folgende Punkte 
gemein : 

1. Der Schnittpunkt bu der Geraden B mit einer Tangente /u? die 
von dem Punkte an die Curve C" geht, ist ein (f»— 2)-facher 
Punkt der Correspondenzcurve @). Seine Tangenten gehen nach 
denjenigen Punkten der Geraden ^4, welche man erhält, als ihre 
Schnittpunkte mit den Strahlen, die von nach den Punkten der 
Curve C* gehen, für welche p^ ein Nebenpunkt ist. Man sieht 
dieses sofort ein, da in p^ zwei Schnittpunkte der Curve C" und 
des Strahles Oa^ zusammengefallen sind. Das macht im ganzen 
m(m— 2) Schnittpunkte. 

2. Die Berührungspunkte der Geraden B und der Curve ®. Das 
giebt 2it(it-2) Punkte. 

3. Die Schnittpunkte der Geraden B mit den Strahlen, welche von 
nach den »—3 Punkten gehen, in welchen eine Wendetangente 
die Curve C noch ausser dem auf ihr befindlichen Wendepunkte 
schneidet, sind einfache Pankte der Correspondenzcurve. Es sei 
zum Beispiel w eine Wendetangente der Ourve C" und tu ihr 
Wendepunkt. Einer der « — 3 Punkte, welche sie noch mit der 
Curve C" gemein hat, heisse to'. Die Strahlen Oto und Oto' mögen 
die Geraden A und B beziehlich in den Punkten a^^^ und V treffen. 
Dann ist a^^^^b' eine Tangente der Curve © und berührt sie in h\ 
Denn von den Nebentangenten des Punktes tu' fallen zwei in die 
Wendetangente Wy und ihre Berührungspunkte fallen in den Wende- 
punkt tP. Dem Strahle Ott)' entspricht, wenn man ihn als o' auf- 
fasst, also der Strahl Ott) als Dupel des Strahlenbüschels (o). 
Daher etc. Das giebt im ganzen (n— 3)t Schnittpunkte der 
Geraden B mit der Curve (5. Mithin ist 

(2.) X = iii(iii-2) + 2ii(fi-2) + («-3)i. 



Zimmermann^ neue Ableiiung der Plückerschen Gleichungen, 209 

Andere als die genannten Punkte hat die Cnrve ^ mit den Geraden 
A und B nicht gemeinsam. 

Aus den beiden Gleichungen (1.) und (2.) folgt: 

2ii(iii-2)+2T + m(fi-2) = m(m-2) + 2ii(ii-2) + (ii-.3)i, 
oder 

(3.) 2t = (iii-ii)(i»i-2«) + («-3)i. 

Oder, da 

i == 3(m— ii) 
ist, 

2t = (fii-ii)(iii+ii-9). 

Dies ist die Gleichung (5.)* des § 12 (S. 25), welche, da 

m = fi(ii— 1) 
ist, in 

T = |ii(ii-2)(ii'-9) 
Übergeht. 

Wollte man die Reductionen ermitteln, welche die Zahl t durch 
singulare Punkte der Curve C" erleidet, so würde dies Weitläufigkeiten zur 
Folge haben, weshalb der Gegenstand hier verlassen werden mag. 

Anmerkuilg. Um die Berührungspunkte der Doppeltangenten zu 
finden, kann man z. B. auch auf die zweite Construction der Doppeltangenten 
in § 19 zurückgehen. Die dort betrachtete Correspondenzcurve schneidet 
die Gerade ^ in t Doppelpunkten. Die Tangenten derselben schneiden die 
Gerade B in Punkten, deren Verbindungslinien mit durch die Berührungs- 
punkte je einer Doppeltangente gehen. 
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Gleichungen zwischen den Anfangsgliedern von Differenz- 

reihen und deren Verwendung zu Summationen und 

zur Darstellung der Bernoullischen Zahlen. 

(Von Herrn SaalschtüA in Königsberg i. Pr.) 



/^wischen den Anfangsgliedern (Initialen) der Differenzreihen einer 
gewissen Klasse von arithmetischen Progressionen paaren Grades giebt es 
eine grosse Anzahl von Beziehungen, zu denen man gelangt, indem man 
von einer interessanten Umformung einer ganzen Function 2iit-ten Grades 
von X in eine solche wi-ten Grades von y = x (1— a?) ausgeht. Diesen Be- 
ziehungen und ihren mehrfachen Anwendungen ist dieser Aufsatz gewidmet 
In § 1 desselben werden die Initialen der 1-ten, 2-ten, ..., 2i7i-ten DiflFerenz- 



2m 



reihen a^ (& = 1, 2, ..., 2iii) der arithmetischen Reihe 0, l'**, 2'"*, 3^"*, etc. 
independeut und mittele Recursionsformeln entwickelt In den §§ 2 and 3 
werden die Umformungen 

und 

2m 2m 2m 2m 

Ol — aiX + a^x'^ -\ (hm^"^""^ = (1—205) 

deren zweite die Fundamentalgleichung vorliegender Arbeit bildet, abgeleitet^ 

m 

worauf die Constanten Cf, zu recursiver und independenter Darstellung ge- 
langen. In § 4 wird die Fundamentalgleichung auf die Initialen 6;^ dei' 
Differenzreihen derjenigen arithmetischen Reihen, deren allgemeines Glied 
sich durch eine gerade Function des Index darstellen lässt, ausgedehnt, am. 
aus ihr Beziehungen zwischen den b^ (& = 1, 2, ..., 2i?}) abzuleiten. In § & 
wird der Grad der arithmetischen Reihen unendlich gross angenommen ancL 
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aaf diese Weise, sowie mit Hinzuziehung von Integrationen, eine Anzahl 
unendlicher trigonometrischer Reihen summirt. Der § 6 giebt den Zusammen- 
hang zwischen den Constanten der beiden in einander transformirten Functionen. 
Daran schliessen sich weitere Snmmationen trigonometrischer Reihen. In 
§ 7 wird mittels der Fundamentalgleichung (in ursprünglicher Fassung) 
der r. Staudt-Clausensche Satz für die BernouUhchen Zahlen neu bewiesen 
oder vielmehr die m-te BernouUi&che Zahl direct in derjenigen Form dar- 
gestellt, welche der genannte Satz für sie verlangt. In § 8 endlich wird 
bewiesen, dass bei Geltung der in § 4 abgeleiteten Fundamentalgleichung 

für eine gegebene Function 2^ (— l)*+*6jt^*"* die 6* die dort für sie zu 

k=l 

Grunde gelegten Voraussetzungen erfüllen mUssen (Umkehrung des Satzes), 
und hiervon eine Anwendung auf die BemouUischen Functionen gemacht, 
welche zu Recursionsformeln für die Bemoullischen Zahlen führt 

1. 

p p p p , , , 

Seien a^, a^, Oj, ..., Op die Initialen der 1-ten, 2-ten, 3-ten, .,., p-ten 

Differenzreihe der Reihe 0, P, 2'', ..., dann ist nach der Theorie der 

Differenzen 

(1.) i = F-(Ä), (&-.i)H(&)2(&-2)^+...+(-i)*-^(&),.a'^ 

und nach der Lehre von den arithmetischen Reihen das (i5-{-l)-te Glied 
obiger Reihe: 

(2.) r,+, = Ä*» = a,(»),+^(Ä)2+ - +flp(«)p» 

woraus durch Substitution von z ^ l und durch Coefficientenvergleichung 

die Werthe 

p p 

(3.) «1 = 1, Op =l-2- 3... p 

folgen. Multiplicirt man Gleichung (2.) mit z, so findet man mittels der 
Beziehung 

«.(»)* = &(«).+(ä+1)(ä)*+, 
die Gleichung 

»'"^ = öi((»)i + 2(Ä)0 + i(2(*)2+3(Ä)3)+... + i(p + l)(Ä)p^, 

und dadurch die Recursionsformel 

p+i p p 

(4.) a* = &(ii4+a*_,). 
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durch deren zweimalige Anwendang wir die folgende erhalten: 

(5.) 'X= Ä((&^l)'iU + (2&-l) W-1 + &W). 

Einige Zahlenwerthe sind: 



(6.) 



2 2 4 4 4 4 

Ol = 1, Oj = 2; Gl =1, 02 = 14, aj = 36, a* = 24; 

j* «« ^ ^ ^ ^ 

1 11^ = 1, Ö2 = 62, «3 = 540, 04 = 1560, «s = 1800, a^ = 720. 

2. 

Es ist 

2 2 

O] — 02^5 = 1 — 2xy 

4 4 4 4 

ai-OaiT+öaX^ — (74X* = (1— 2a?)(l — 12a:(l— a?)) 

oder, wenn wir 

(7.) y = x(l-x) 

setzen, sodass 

werden : 

22 444 4 

(9.) a, — a2a: = y', ai—a2X + aiX'^ — a^x^=^y(l — l2y). 

Mnltipliciren wir diese Gleichungen mit dx und integriren sie, so 
kommt: 

OiX-Ozj = y, aior-a, ^ +Ö3 3 -«4 j = y-6y . 

Wir behaupten nun, dass Gleichungen von derselben Form fUr alle 
p 
Gk mit geradem oberen Index bestehen, und wollen dies durch den Schluss 

von m auf m+l beweisen, nehmen also die Gleichungen 

2m 2m ^1 2m ^3 2m ^2m »* -,» »« •*» ro ^m 

2m 2m 2m 2 m 

ai—a^x + Oix'^T a2m^''"'"* 



m m »i 



(11.) 

deren zweite aas der ersten durch Differentiation hervorgeht, nnd worin die 

m 

C« Constanten sind, als richtig an. 
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Nun bezeichnen wir die linke Seite von (10.) als F(x, 2m) und die- 
jenige von (11.) als f(x, 2m) und bilden F(x, 2m+2). Mittels der Gleichung 
(5.) (p = 2m+l) erhalten wir: 

2m 2m 

F(x,2m + 2) = aix(l~Sx + 2x'')+thx\2-bx-\-3x'') 

2m 2m 

+ 0,(3-70!+ 4«') + ••• +a2„a;*-(2OT-(4»i + l)aj+(2m+ 1)«') 

2m 2m 2m 

= a;(l-a:){o,(l-2aj)-aja;(2-3aj) + .--a2,aj'— '(2«i-(2m+l)a:)}. 

Die grosse Klammer zerföllt in die Differenz zweier Sommeu, deren 

erste ^ {xf{xy2m)^ und deren zweite ^- (a?^ /* (a?, 2 m)) ist, dadurch wird 

dieselbe 

= x{\-'X)f'ix, 2m)+(l-2a?)/^(ar, 2m) 

= di^yf^^^ 21»)). 

Mittels der Gleichung (11.) für f{xy 2m) und der Gleichungen (8.) 
ergiebt sich hierfür leicht der Werth 



i (-l)*{(Ä+l)C, + 2(2Ä+l)C,.;}y* 



und daher 



m w* w» 

,A+1 



F(x,2«i+2) = 2;(-l)*{(Ä+l)C*+2(2A+l)C*_.}y' 



A=ü 



Damit ist für F(a?, 2fii+2) die entsprechende Form wie für F(a:, 2fii) 
in (10.) erzielt und zugleich, wenn 



(12.) F(a:,2m + 2)= 2;(-l)*C, 



»n+l |iA+l 



k^ Ä+1 

gesetzt wird^ die Recursionsformel 

m + l m m 

(13.) C, = (A + 1)1(A+1)C,+2(2A+1)C,_,} 

gefanden. Einige Wertbe dieser Constanten sind: 



(14.) 



C, = 12 = ^.4!, C, = 60, C, = 360 = ^.6! C;, = 1, 
l C, = 252, 0^ = 5040, C^ = 20160 = f 8!, C« = 0. 
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Zugleich ist nun auch die AUgemeingttltigkeit der Gleichung 



(15.) 



2m 2m 2m 2m m m 



••• + (-l)"-'C„_,y-«) 
dargethan. 

3. 
Bevor wir zu Anwendungen der Gleichung (15.) Übergehen, stellen 

m 

wir noch die Cj, in independenter Art dar. Setzen wir in (13.) A = l und 
dann statt m successive die Zahlen 1, 2, 3, ... m— 1, so erhalten wir die 
Gleichungen: 

C, = 12 = 2*-4, 

C, = 4C,+ 12 = 2^-.4H2*-4 = 2^-4, 
C, = 4^+12 = 2«-4H2*-4 = 2«-4 



und so überhaupt 

(16.) C, = 2'--4. 

Setzt man in (13.) A = 2, sodass 



m-4-l m 

C, = 3'C,+30-2'"-120 



entsteht, so folgt in ähnlicher Art 



m 



(17.) Ca = 3^'"- 6. 2"-+ 15, 

woraus man durch Induction auf den allgemeinen Ausdruck 

m 

(18.) C,_i = &''"-(2&),(&-l)^ + (2&)2(&-2)^-qh-.. + (2&)*.a'" 

schliesst Sei derselbe bis Jr = A richtig, so beweisen wir mittels (13.) 
seine Richtigkeit für & = A+1. Setzen wir in dieser Gleichung vorüber- 
gehend a statt (Ä+1)^ und b statt 2(A + 1)(2A + 1) und nach einander 

Af-l A4-2 m— L 

hy A+1, A+2, ...fii--l statt m, so ergiebt die Elimination von C^, C«, ..., C« 
die Gleichung: 



tu— 1 m-2 



substituirt man fUr C^.!, Ca_i etc. die aus (18.) sich ergebenden Ausdrücke,, 
deren Richtigkeit für A = A und beliebigen oberen Index vorausgesetzt war^ 
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80 ist die Summe A^ der mit (2^)^ multiplicirten Glieder folgende 

- ha-ry (A+iy"-'*-(A-fy-^ 

also 

(19.) (2 h\A, = (2h+2U, {(A+ l)*-»(A_r)»-(A-rr i, 

und es ist 

(20.) C,= 2:(_-iy(2h\Ar. 



rr=i) 



Diese Summe setzt sich gemäss (19.) aus zweien zusammen: die 
erste sei (h+lf'^''^'' P, die zweite Q. Das doppelte P lässt sich auf 
die Form 

2A^ = J(-.lK2Ä+2),^,(A-rr 



r=ü 



bringen; kämen noch die beiden gleichen Glieder — (A+1)^*— (— Ä— 1)^ 
hinzUf so wäre die Summe 0, folglich ist 

P = (A + 1)^*, (A + ly--^* P=-{h + 1/^ 

Die Summe Q lassen wir in der Form, wie sie ans (19.) folgt, und 
somit wird: 

w» A— 1 

r=-l 



C,= H (-l)'-^^(2A+2),^,(A-r)^- 



dies ist aber identisch mit dem Ausdrucke, der aus (18.) folgt, wenn darin 
A = A+1 gesetzt wird, somit ist die Allgemeingültigkeit dieser Gleichung 
bewiesen. 

4. 

Werden mehrere arithmetische Reihen von gleichem oder ver- 
schiedenem Grade addirt, so sind auch die Differenzreihen der resultirenden 
arithmetischen Reihe die Summen der betreffenden Differenzreihen ihrer 
Componenten. Daraus folgt: 

Wenn das (8 + l)-te Glied einer arithmetischen Reihe T,^.l durch 
die gerade Function 

(21.) r.+i = ^o+AäH^2»*+--+Xä'- 

gegeben ist, und wenn die Anfangsglieder der ersten, zweiten etc. Differenz- 
Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 3. 29 
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reibe derselben mit 61, 629 637 • • • bezeicbnet werden, so ist 

2 4 2m 

(22.) ht=^A,au + A2at+-' + A^at (*=i,2.3,...). 

Setzen wir daber in (15.) sncessive m = 1, 2, 3, . . ., mnltipliciren die 
Gleicbungen beziebungsweise mit Ai^ A2, A^^ ... and addiren sie, so er- 
balten wir 

61-62 ic + 63 a?'+--62„y"' = (l-2a:) 

x(Do-Oiy+/>2»'+- + (-i)"-'Z>«-ir"0,»=«(i-^), 

wenn 

Do = ^i+^-|--- + ^«=6i, 



(23.) { 



(24) 



12 m 



gesetzt wird. 

Sind also 61, 6^, ... 63,^ die Anfangsglieder der Differemreihen einer 
arithmetischen Reihe (2m)'ten Grades, deren C^+lJ-tes Glied eine (durch (21 J 
dargestellte) gerade Function von ss ist, so existirt eine Gleichung von der 
Form (23 J, deren Constanten Do? ^17 •••? D^-i entweder dnrcb (24.) oder wie 
wir seben werden, direct dnrcb die bj^ bestimmt werden können. 

Aus dieser Gleicbnng (23.) wollen wir zuerst Beziebnngen zwiscben den 
6, unter sieb ableiten. 

Setzen wir x = ^^ so folgt 

(25.) 6,_^+^+..._^=0; 

setzen wir x = 0^ so best&tigt sieb, dass /)„ = 61 ist, setzen wir a: = 1, 
so folgt 

(26.) 62-63+.. + 62^ = 26,. 

Mnltipliciren wir (23.) mit (r"(l— a?)*rfj5 und integriren von bis 1, 
so entstebt recbts Null, da (l—2x) dx = dy ist, links ist aber 

(27, /V"(i -.)..« =^a^±>iE|ti), 

und daber, wenn wir zunäcbst unter n eine nicbt-negative ganze Zabl ver- 
steben und die Gleicbung durcb is! beben, 

fOQ\ 6^ b^ 62m _ii, 

^ ^^ (2n + l)...(ii+l) (2ii + 2)...(ii + 2)=^-*'* (2n + 2m)...(n + 2m) ^ 
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also insbesondere fUr n = 0, 1,2: 



(28-.) 



1 

6. 



2«» "' 



2.3 
b. 



3.4 - 
6. 



+ 



tm 



+ 



(2m + l)(2m + 2) 

bim 



= 0, 



= 0. 



13.4.5 4.5.6- (2m + 2)(2m + 3)(2m + 4) 

Nehmen wir nunmehr fUr n eine beliebige Zahl grösser als 
kann man der rechten Seite von (27.) die Form 

(n + 1)(« + 2). . .(» + *) r(n + 1) r(ii + 1) 



— 1, so 



(2n + 2)(2B-H3)...(2ii + * + l) r(2n + 2) 

geben, wobei für A; = der erste Factor durch 1 za ersetzen ist, und erhält also 



(29.) 



2m— l 

6i+ j; (-1)* 



(n + l)(» + 2)...(n + *) 



6>x. = 



(2n + 2)(2ii + 3)...(2n + fc-hl)'^*+» 
und insbesondere fUr n = ^ und n = — ^ 



(29\) 



6.8 
1.3 



6.8.10...(4m + 2) 



b,-^b,+^b,+ -^ -'-'-'"-'^""- ^-=Q 



2.4.6. ..(4III-2) 



2m 



Da die aj, Special werthe der b^ sind, ist es mittels der in (6.) angegebenen 
Zahlenwerthe leicht, zu den Gleichungen (25.) bis (29\) Beispiele zu bilden, 
was dem Leser überlassen bleibe. 

Die Binomialcoefßcienten der 2m-/eit Polens^ liefern ein Beispiel anderer 
Art. Es ist nämlich bemerkenswerth , dass eine einfache sie enthaltende 
Beziehang zwischen den Coeffidenten der b^ in irgend einer der Gleichungen 
(25.), (26.), (28.) und (29) besteht; bezeichnen wir diese Coefficienten der 
db 6« luit yk^ schreiben also irgend eine der genannten Gleichungen in der 
Form 

(30.) yi^i -^262 + ^363 + y^vAm = 0, 

iffobei die yi, nur von ihrem Index, nicht von m abhängen, so ist 

(31.) yi-(2iii),y, + (2iii),y3+--(2m),,.,y,, = 0. 

Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass es eine arithmetische Reihe 
2fit-ten Grades giebt, deren («+ l)-tes Glied eine gerade Function von « ist, 

29* 
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und deren Differenzreihen die Anfangsglieder 1, (2m)i, (21»),, ..., (2m)2„., 
haben. Diese Reihe hat aber das («+l)-te Glied (vergl. (2.)): 

T,^i = («)i + (2m),(«)2+(2m)3(«)3 + ... + (2m),„,.i(a)3.. 
Bilden wir nun die Samme U 

jj_ (2m)(2m-l). .. 1.0 (2m). . .1 z (2m).. .2 a(s— 1) 
1.2...(2m + l) "^ 1.2. ..(2m) * 1 "*" l...(2m-l) ' 1.2 

2m g(j5— l)...(a~-2m-f 1) g(g-l).. .(s-2w) 
"^'"■^ 1 ' 1.2. ..2m + 1.2...("2m + l) ' 

80 unterscheidet sie sich, da ihr erstes Glied verschwindet, vonT,^i nur um 
ihr letztes Glied; ihre Summe ist aber nach dem Factoriellensatz 

jj_ (g + 2m)(z + 2m~l). ..g 
1.2...(2m + l) ' 

demnach 

T ^«(g + l)(g + 2)...(fi+2m) g(g-l)(g~2)...(g— 2m) 
*+'"" "l.2...(2m + l) 1.2...(2m+l) 

oder auch 

7,4-1 = (» + 2 m)2«+i — (»)2m+l • 

Setzt man hierin — s an Stelle von », so bleibt der Ausdruck unge- 
ändert, ist daher eine gerade Function von i5 und zwar (2m)-ten Grades, 
womit der Beweis geführt ist. 

Anmerkung. Wählt man aus den Gleichungen (25.), (26.) und den 
durch Aenderung von n in beliebiger Anzahl herstellbaren (28.) und (29.) 
willkürlich 2fii— 1 aus, deren &-te in der Form 

(30*.) ^i, 1 bx — yit,2 62 ± • • + yA.2m-l 62«,-! = y*.2m ^2« 

geschrieben werde, so verschwinden alle aus der Matrix 

|y*,l7M---y*,2m| (i=l,2,_2— 1) 

durch Fortlassung einer beliebigen Yerticalreihe entstehenden Determinanten. 

Für diejenigen Determinanten, welche die ersten beiden Vertical- 
reihen beibehalten, ist dies selbstverständlich, da in allen aufgestellten 
Gleichungen der Coefficient von 62 (wegen (31.) mit m = l) halb so gross 
wie derjenige von 6, ist. Ferner folgt aber auch aus dem Gleichungs- 

2m 

System (30\), wenn darin fUr die b^ die Special werthe a^ genommen werden, 

2m ^ _i -. -. -, 2m 

^ __ 1 _ ^IL yi.2y2,3...y2m--l,2m . 

-^ JL yi, l y2,2 . . . y2m— 1,2m-l 
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3m 



da nun der Nenner und a2,n = (2m)l (siehe Gleichung (3.)) Ist, muss 

^±yi,2y2,3...y2m-i,2« üud daher auch ^±y,,iy2,3.-.y2m-i.2m verschwinden. 

Die (2iii — l)-te Gleichung ist also von den ersten 2 m —2 abhängig; 
werden aber 2iii--2 Gleichungen willkürlich ausgewählt und zwei der 6jt? 
deren eine 6, oder 63 sein muss, um das Resultat in bestimmter Form zu 
erhalten, etwa 6i = T2— T,, und b-2„ = A„,.(2m)l (siehe (21.) und (3.)) als 
bekannt angenommen, so kann man die übrigen bj, aus diesem Gleichungs- 
system berechnen. 

5. 
Der Grad der arithmetischen Reihe, deren (« + l)-tes Glied durcl) 
die Gleichung (21.) gegeben wird, kann auch unendlich gross sein, dann 
sind die linken Seiten der Gleichungen (25.) bis (29.) unendliche Reihen und 
es tritt nun die Forderung hinzu, dass dieselben convergiren. Einfache Reihen 
geforderter Art sind die beiden, fttr welche 

T,4.i = co8(«©) und T,^i = »sin («©) 

ist. Im ersten Falle ist 



/Q2>> J 6i = cosD-l, 

^ -^ 1 6,= cos (&€))-(*), 



cos (Ar- l)f>+(&)2 cos (*-2)t? + .•• + (-1)*; 
dieser Ausdruck lässt sich aber, wie bekannt, summiren und zwar wird 

(33.) 6, = (-l)*.(2 8in0*co8[A(g-|)]. 

Für die Substitution dieses Ausdrucks in (25.) genügt die Be- 
schränkung 

2^2^2' 
bei Benutzung der Gleichung (26.) muss 

^6^2^6 



sein, bei den anderen Gleichungen dürfen die Grenzen + ^ von ^ er- 
reicht werden. 

Im zweiten Falle, in welchem wir die Differenzen mit ßj, bezeichnen 
wollen, ist 

i /?* = *sin(*r)-(&)i(&-l)sin(A-l)r±... + (-l)*-X*)*-i8inr. 



220 Saalschutz, Gleichungen »wischen den Anfangsgliedem ean Differenvrriken. 

Dieser Ansdrack ist (siehe Gleich nng (32.)) der negative Di£ferential- 
qaotient von 6^ nach 9, daher wird mittels (33.): 

(35.) ß, = (-l)*-'&(2 sin |)*"*8in[(&+l)(f -|)]. 

Für die Anwendung von Gleichung (25.) unterliegt ^ wieder der Be- 



schränkung 






2 ^ 2 ^ 2 
für die anderen Gleichungen muss -^ zwischen — ^ und ^ liegen, sodass 

die Grenzen bei einigen nicht erreicht werden, bei anderen erreicht werden 
dürfen, was im gegebenen Falle leicht zu entscheiden ist (In Gleichung (26.), 
der ersten (28*.) und der zweiten (29*.) dürfen sie nicht, in den anderen 
(28\) und der ersten (29*.) dürfen sie erreicht werden.) 

Aus den mittels 6« in (33.) gebildeten Gleichungen können wir noch 
andere ableiten. Setzen wir 

(36.) |-| = «' 

und bezeichnen den positiven Coefficienten von ±bi, in einer bestimmten, 
aber willkürlich gewählten der Gleichungen (25.) bis (29.) wie in (30.) mit 
Yj,y SO nimmt diese Gleichung jetzt die Form an: 

(37.) 2yiCOS^i«?+y2(2costt?)*cos(2tt?) + y3(2cos«?)^cos(3tt?) + in infin. = 0, 

worin w sich von ö bis -^ bewegen darf, in der Regel mit Einschluss der 

Grenzen, nur in einem Falle mit Ausschluss derselben und in einem anderen 
Falle noch über sie hinaus (siehe oben). Dividiren wir (37.) durch 2cos^«7, 

SO bleibt die Gleichung auch für f^ = o ''^^^^^ ^^^^ ^^^ S^^^^ ^^^^ 

(38.) y,-2^ = 0, 

was, wegen (31.), in allen Fällen richtig ist. Multipliciren wir sie dann 
mit dw und integriren, so erhalten wir mit Benutzung der ersten folgender 
beiden bekannten Integralformeln 



(39.) I cos" tt?C08(fIf£?)rff/? = —^ ^, 

(40.) I cos" ^w%m{nw)dw = -~ 
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die Gleichung 

Y^tD+2y2 -^ + 2^3 2 — +... = con8t., 

also indem wir sie für ic^ => ^ benutzen: 

2y 2'v 2'y 

-^ costt?8intt?+ -^ cos^frsin(2t£?) + -^ co8^fr8in(3i«?)H — 



/TT \ /'^= =27f\ 



(41.) 

Nur fllr 2*~^y4 = l (Gleichung (25.)) erweitert sich der Spielraum 
von w bis beliebig nahe an bezw. an n. 

Wir wenden auf (41.) eine ähnliche Operation wie auf (37.) an, bringen 
das erste Glied von links nach rechts und dividiren durch cos^tt?^ dann wird 
die rechte Seite (vergl. (38.)) 



(^ — IT — cosirsinir \ 



Y^ 

dies verschwindet für t^ = 9 ^^^ linke Seite aber ebenfalls, so dass sie auch 

jetzt noch für t«? = ^ gilt. Nun multipliciren wir mit dw und integriren, 

dann entsteht rechts (^ — wj tg «?, welches Product für «? = ^ gleich 1 wird, 
und wir erhalten somit unter Benutzung von (40.) die Formel*): 



(42.) 



2'y 2*y 2*y 

Y^ COS«? COS«? + Y^ cos^iT cos (2f£?) + ^^ cos^f£?cos(3ir) + ••• 

= yi(i-(f-«^)tgt^) 



*) Um die Gleichung in einem einfachen Specialfall zu prüfen, nehmen wir für die 

TT 

Yk die Werthe aus der ersten (28*.) und 11? = ^^; dann wird die linke Seite L: 

l^_J 1 2 L_4._^4._2_4._J 4-4-4-etc 

1.2.3 2.3.4 3.4.5 4.5.6'*' 5.6.7'^6.7.8"''7.8.9 -r t t «»»f., 

dies lässt sich durch Zerlegung in Partialbrüche und anderweitige Zusammenfassung um- 
formen in 



^ 4^^2V3^4+5 6 7 8 + 9+ 10 + 11 ***V 



1 , 1 /•'«* + 2«'+ «♦ 
= -4+27 - 1 + x' '^''' 
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Diese Operation, dass die Gleichung durch cosi^w dividirt, das erste 
Glied ron links nach rechts gebracht, beiderseits mit dw multiplicirt und dann 
integrirt wird, lässt sich beliebig oft wiederholen; sie ergiebt auf der linken 
Seite unendliche Reihen, welche mit immer späteren yit beginnen, und rechts 
immer complicitere aber gesetzmässig darstellbare Ausdrücke. Um dieselben 
übersichtlich angeben zu können, führen wir folgende Reihe recursiv von 
einander abhängiger Functionen ein: 



AW = 3 -tg'w?/a(tt?). 



(43.) 



und ausserdem folgende Constanten: 



(44.) 



A - 02^3 yi 

^2 - ^ 4!~4!"'2!' 



A. A 



A — oö y? ___ /i _ j£i _ -^ 

^^ "" ^ fif fif 4f 9f J 



überhaupt: 



(45.) ^„ = 2^«^^-/j---. 



(2w)! (2ii)! (2fi-2)! (2«-4)! 



^-1 
2! 



Bezeichnen wir dann die linken Seiten, je nachdem sie nach Cosinus 
oder Sinus der Vielfachen von w fortschreiten mit C„ oder S„, so behaupten 



also 










und 



L = l-J|/3, 



5_ 5 

2 Vä 



wie es die rechte Seite angiebt. 
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wir die Richtigkeit folgender beider Gleichangen: 



(46.) 



t'j.+i 



— ^^^^ '*+»»*(*+l)...(*+2n-l) ~ (2ii-l)!'— •'^"^'' 



(47.) 



So« = 



cos* 11? sin (Air) _ y^ 



^^^ ^ n+2n-1^(4^1) (4_^2ll-2) "" (211-2)! ^S«^ An~. W 

+ (2/,~4)l tg<^A-3W+- + -^tg<gAW + ^n>I»(tg). 

Den Beweis dieser Gleichangen beginnen wir damit, dass wir zeigen: 



n 



die Functionen f^(tD) und tgwf^(w) verschwinden für w = ^' Setzen wir 



n 



nämlich für to nahe an ^^ 



tg«^ = 7, 



so ist 



n 



€' 



€ -r- 



2 —IT = y(tt?) = arctg6 = «- 3^+ 5 + 
also nach einander 



€ V «* ^ 



tg«?<ip(f£?) = 1- o- + x-^--7 



«' €* 



/()(««^) = ö--i^±---» 



€' 6* 



AW = -5— y±-- 



«' 



etc. 



u 



tg«?/ü(«?) = ö--:^± 



e 
3 



«• 



etc. 

Für € = folgt aus diesen Gleichungen das gewünschte Resultat. 

Sodann brauchen wir die Integrale der mit dw : cos^ti?^ bez. mit 

tgwdw : cos^«? multiplicirten Functionen (43.) Bezeichnen wir die DiflFerential- 
quotienten nach w mit Accenten, so ist, wie mit Httife der Gleichungen (43.) 

zu entwickeln, immer in zwei verschiedenen Formen: 
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(48.) 



'"^ ^ cos'fi? ^ 



= cot«>(-^-l), 



ACip) = -3-^^(l^) + tg« = cotfo(3^-l), 

'*^ '^ COS 11? '^ / • ö \ cos IT ^' 

^,(ip) = -5-^-A0p) + tgw = cotip(5-^-l), 



COS 'IT 



A (-) = - 7 T^K; A («>) + tg» = cot«» (7 A^ _ 1) 



COS IT 



etc. 



cos'fi? 

cos' IT 

etc. 



Mit Hülfe der zweiten Form ist dann mittels partieller Integration 



J '"V -^ cos IT '^ '^ ^ *-' ^COS fO ^ 



demnach 



ebenso allgemein 
(49.) 



und aus der ersten Form in den Gleichungen (48.) folgt 



(50.) 



ßsfi^Uw)^ = -2A3/«-^^*")+27iT^^ 



Nunmehr können wir zum Beweise der Gleichungen (46.) und (47.) 
übergehen. Die Gleichungen (41.) und (42.) lauten in den durch (43.) ein- 
geführten Bezeichnungen folgendermassen: 

\ C3 = y,/;.(tt>), 

und die Reihen S und C folgen, wie mit Rücksicht auf die Integralformeln 
(39.) und (40.) leicht zu erkennen, successive in dieser Art aus einander: 



(51.) 



(52.) 
(53.) 



o _ ffr 0'»-2« cos'to \ dto 

•32, -y \, 1-2,-1 - ^ ^2.-1 (2„ _ 2)lJ cos'w ' 



S,.-2 



itrsintr\ du 
n— lyi/'cös'' 



(21,-1) 
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Wir wollen nunmehr, am die Darstellung nicht unnöthiger Weise 
schwerföllig zu machen, den weiteren Beweis nicht in allgemeinen Zeichen, 
sondern an speciellen Beispielen, jedoch der Art führen, dass die Allgemein- 
gUltigkeit der Methode ohne weiteres ersichtlich ist. Wir nehmen die 
Richtigkeit von (47.) für « = 3 an, leiten daraus den Werth von C, und dann 
hieraus den Werth von Sg ab. Gemäss (50.) ist 

/tgfpA(ir)-^^ = i(-/2(t^) + /tgtt^rffr), 

y tgtt?A(tp)— T^ = i(-Aw+/tg«'rf«^), 

/costrsintr — ^ = / ig wdw, 

J cos fl? J ^ 

Multipliciren wir diese Gleichungen beziehungsweise mit den Factoren 

y, A, A^ Vy^ 

W 2!' 1!' 5! 

und addiren sie, so erhalten wir gemäss (53.): 

(54.) C, = - |^A(fr)-|«fAW-ft/'"<^*^Hc5/tgtrrffr^ 

wo 

(55.) ''» = lT + Bt + lt-2tr- 

Bieee Constante c^ hat den Werth Null, 

Um dieses und zugleich die entsprechende allgemeine Gleichung zu 
beweisen, benutzen wir die in § 4 bewiesene Gleichung . • ' 

(31.) yi-(2iit),y2 + (2m)2y3-.(2fii)3y4±---(2m)3,.,y,^ = 0, 

worin nach einander m == 1, 2, 3, etc. za setzen ist. Mittels dieser and der 
Gleichaugen (44.) and (45.) drücken wir nach einander p'a, ^'3, ^4, ... darch ^, 
and Ai^Ai,... aas; so entstehen die Qleichangen 

y> = yn 

2V, = yi+2.1/l„ 

2^4 = ^1+3.2.4,, 

2V5 = y,+4.3^, + 4.3.2.1^a, 

l *2*y„ = j',+5.4A+5.4.3.2^. 

30* 



(56.) 
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(57.) { 
(58.) ( 



(59.) ( 



Diese Gleichnngen stehen unter der Form 

2'""%-! = yi + (2ii-2)(2ii-3).4i + (2ii-2)...(2ii-5)^ 

+...+(2«^2)(2ii--3)...l^..„ 

2^->2n = yi+(2ii^l)(2ii-2)^, + (2ii-l)..(2ii-4)^ 

+ -..+(2ii-l)(2ii-2)...2i4,_i. 

Die erste derselben stimmt mit der Definitionsgleichang (45.), mit 
«— 1 statt «, überein. 

Indem wir nan auch die zweite als richtig voraussetzen und die 
Gleichung (45.) in der Form 

2'y,,^^ = y,+2n(2n-r)A, + 2H...(2nS)A2 

+ ... + (2ii)...3^,.i + (2ii)...l^, 

hinzufügen, wollen wir y2n+2 ableiten und dadurch die Allgemeingttltigkeit 
von (58.) darthun. Multipliciren wir zu dem Zweck die Gleichungen (56.) 
bis (59.) beziehungsweise mit den Factoren 

22.+!^ -2^X2«+2)i, 2''-'(2ii+2)2, -2'"-^ (2 11+2)3 etc. bis 2. (2 «+2),. 

und addiren sie, so ist die Summe auf der linken Seite nach (31.), mit 
m = ii + l, 2^*"*"\(2«+2)y2n+2* Rechts ist der Coefficient von yi 

= 2'^-^'r£ - T ) (- l)*(2ii+2),.^ = 2ii + 2. 

Ferner kommt A^ zuerst in ^jr+i vor, worin sein Coefficient (nach 
Multiplication mit dem betreffenden Factor) 2'"+'-'^(2ii+2>^.2r(2r-l)... l 
ist, und sein Gesammtcoefficient ist 

1 (-l)*2^»+^-*(2ii + 2)»&(A-l)...(Ar-2r+l) 

oder nach leichter Umformung und mit & = 2 r + A 

= (2ii+2)...(2ii-2r+3)-2'"-^^-'^("'2;'*"'- '^'T' )(-l)V2ii-2f+2),.4 

= (2ii + 2)...(2ii-2r+3).(2ii-2r+2). 

Somit erhalten wir nach Forthebung des Factors (2« + 2) die 
Gleichung 

2^"^V.„,2 -yi+ i(2ii+l)2«...(2ii-2r+2)yl,; 
dieselbe geht aber auch aus (58.) hervor, wenn darin n+l statt n gesetzt 
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wird, letztere ist also allgemein bewiesen. Dividirt man sie durch (2ii— 1)!, 
so nimmt sie die Form 



«-1 



22n-l yg* Y\ _i ^ 



Ar 



(2ii-l)! (2ii-l)! ' ,-S,(2ii-2r-l)! 

an; für n = 3 folgt hieraas, dass c^ (siehe (ö5.)) und allgemein, dass über- 
haupt der Coefficient won ftg wdw in Cin^i verschwindet. 
Aus (54.) folgt nunmehr 

worin beide Seiten für tr = ^^ verschwinden, sodass die additive Integrations- 

constante den Werth Null besitzt. 

Jetzt setzen wir in (52.) ii = 4 und stellen nach (49.) die Gleichungen auf: 

ff'^^^^ ^^ =i(tg*^/o(«>) + «^), 

/o dw 
cos I«? — =— = w. 
cos'ir 

Diese Gleichungen multipliciren wir beziehungsweise mit den 
Factoren 

Tl _^l ^8 PC ^7 

5!"' 3! ' 1! ' ^ 6! 

und addiren; dann ist der Coefficient von w nach der Bezeichnung (44.) 
= —^3, die linke Seite der Summe, (52.) gemäss, gleich Sg, und die drei 

ersten Glieder der rechten Seite verschwinden für w = ^^ folglich ist die 

TZ 

additive Integrationsconstante A^ ^ und wir erhalten, mit Benutzung der 
ersten (43.): 

Ss = |y tg wf^(^w) + -^ tg wf,(w)+ g] tg wf,,(w) + A,(p(w). 

Nunmehr ist es klar, wie man in gleicher Weise zu C,, S^ etc. 
gelangen und so die Allgemeingültigkeit der Gleichungen (46.) und (47.) 
bestätigen kann. 



228 Saalscküta, Gleichungen zwischen den Anfangsgliedem eön Differenveihe». 

Der Spielraum von w reicht in der Regel (vergl. oben den Text nach 
Gleichung (37.) und nach Gleichung (35.)) von -^ ^^^ -^; nimmt man jedoch 

Bpeciell für diey;tdieWertheaus(25.): yi=l, yk=ök-ii ^^ gelten die Gleichungen 

(46.) und (47.) für alle Werthe von w zwischen und n mit Einschluss 
der Grenzen und vereinfachen sich, da alle Ajt verschwinden. 

Setzt man dann w = -^^ so erhält man aus Cs nach einigen Um- 
formungen folgende ziemlich rasch convergirende Reihe ftir n 

n=z -+480l ^ ^ - 

71 g ^*^^ U. 2. 3. 4X6. 7 5.6.7.8X10.11 2' 

, 3 _ 1_ 4 1 \ 

^ 9.10.11.12X14.15' 2* 13.14. 15. 16X18.19 * 2*' - j 

Hört man in der Klammer mit dem (A~l)-ten Gliede auf, so ist 
die Abweichung des berechneten Werthes von n vom wahren Werthe ein 
Bruchtheil des Ausdrucks 



15 



522*-5 V ^4ä + 1V ^4ä + i/; 



(4Ä + l)*2^*-^ V ' 4ä + 1\ ' 4k + 

6. 
Wir knüpfen nun wieder an die Gleichung 

b,^b,x+b,x' + '-'b,^x"^'' = (l-2a:)(A,-/>i»+/>2»' 

+•.. + (- l)"-»Z)^_,y-0, y^x(l^x) 

an. Setzen wir 



(23.) { 



(61.) Vl-4y = r, 

so ist 

(62.) ^ = ^^. l-2a! = t>, 

also wird ans (23.) 

(63.) Z^ (- 1)*-' h, . ^-i 2,!-f = r . 2^^ (- l)*Z),y\ 

Nehmen wir nun für y eine beliebige rationale Zahl ^\ an, so 
ist V im allgemeinen irrational, aber tp- rational; daher besteht die linke 
Seite aus einem rationalen und einem irrationalen Theile, auf der rechten 
ist die rationale Summe mit dem irrationalen Factor v multiplicirt. Folglich 
muss das Rationale links für sich verschwinden, das Irrationale gleich der 



Saalschütif Oleichungen »wischen den Anfangsgliedern eon Differen%reihen. 229 



rechten Seite sein. Ordnet mau das Rationale links nach Potenzen von ti^ 
und setzt die Coefficienten der einzelnen Potenzen gleich Nall, so erhält 
man folgende Gleichungen 



(64.) 



6,- 



(3),^f(4),^qh-.-(2«i- 
(5)4-^+(6)4 + --(2ii,- 



^2vi _ rw 
^\ 02m-5 == ö? 



'2j» 



^im-i— (2m— 1)2,«_2— ^ = 0, 

deren erste mit (25.) übereinstimmt. 

Lassen wir nun links den verschwindenden rationalen Theil fort, 
heben die Gleichung durch v und ordnen dann die linke Seite nach Potenzen 
von 9, so können wir auf diese Weise die Dj^ durch die 6^ ausdrücken. Die 
mit einem der letzteren, etwa 6^4.1, auf der linken Seite multiplicirte Summe 
lautet 

um nun den Coefficienten von y^ innerhalb der Klammer zu finden, setzen 
wir zuerst 

dann ist der Coefficient Ei, von «*: 

E, = (r)2*,. + (&+l)*(r)2^ + (&+2),(r)2,,5 + -, 

welche Reihe von selbst abbricht. Man kann dieselbe summiren, denn Ej, 
lässt sich als Coefficient von o?'*"*"^ in der Entwickelung von 



(i+xy(i-i.) 



1 \-(*+i) 



(nach fallenden Potenzen von x) ansehen. Es ist aber 



also ist El, der Coefficient von ac* in der Entwickelung von 



1 \-(*+i) 



(l + xX— (l-i) 



1 \-(*+0 



(65.) { 
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das giebt: 

ß* = (r-&-lU(r~A-l),^,.(&+l), + (r-&-l),^,.(&+2), 

= (r-&-l),{l+(r-.2&-l),+(r-2A-l), + ...+(r-2*^lX_,,.,}, 
= (r-&-l),.2^-^*-». 

Folglich ist der Coefficient von 6,+,y* gleich (-iy+*+^^(r-.*-l),. 

Variiren wir hierin r von 2A+1 bis 2m— 1, so erhalten wir den 
Gesammtcoefficienlen von y* nnd somit (—1)*/)*; also ist 

^* = i {62*+2-(&+ l)l62H3 + (A+ 2)2 62* + 4-(&+ 3)362*^5 

+ ---+(2m-2— &)2,„_2.2t62m}- 

So ist also Dj, linear darch die Grössen 62^+2 bis 62». ausgedrückt. 

Aber auf noch ganz andere Art lassen sich die Di, dnrch die 
6^ (h = 1, 2, 3 etc.) linear aasdrttcken. Zar Vorbereitnng bemerken wir 
Folgendes: In der Gleichang (65.) sind die Coefficienten der 6« nnr von 
deren Index abhängig, nicht aber von dem Grade der arithmetischen Reihe, 
deren Differenzreihen mit den bi, beginnen. Man kann also z. B. ohne 
weiteres Gleichung (65.) auch auf die Anfangsglieder der Differenzreihen 
einer Reihe (2m — 2)-ten Grades anwenden; es würden dann eben nur von 
selbst die beiden letzten Glieder verschwinden, weil 62m-i ^»d 63^ Null sind. 
Wir richten nun unsern Blick auf die Gleichungen (22.) und (24.). Giebt 

es eine der oben geschilderten gleiche Art der Darstellung der C« durch die a^ 
etwa: 

p 4-2m 2p 

(66.) C* = ^«»,»o»,' 

worin af,^j, nur von k und h, aber nicht von p abhängig ist, so nimmt damit 
die Gleichung (24.) die Form an: 

2m 2 4 2m 

A = l ^ 

hier ist aber die Klammer, nach (22.), gleich 6^ &lso ist 

2m 

Z 

A = l 

d. h. wenn die 6^ die Anfangsglieder der Differenzreihen einer arithmetischen 

Reihe sind, deren («+l)-tes Glied die Form (21.) hat, so hängen die Di^ 

p '^p 

ebenso von den 6^ wie die C* von den a^ (p = 1 oder 2 oder 3 etc. 

oder m) ab. 



(67.) D,= 2:a,^,b,', 
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p 

Nun habe ich in einer früheren Arbeit*) eine Grösse 6* darch die 



Gleichnng 



Gt = *^-(A)i(A-2y+(*)2(ft-4y +••• + 



t— 1 



(- 1) ' (*)*-. . 1' (& ungerade) 



*— 2 



(-1)' (Ä)i^.2''(& gerade) 

2 

definirt. Setzen wir hierin 2 k statt k und 2 m statt p, so wird 

2m 

G2, = 2^''*|&^'*-(2&)i(&-iy''*+(2Ar)2(&--2y'» + ... + (--l)*-^(2AV^ 

Vergleicht man diesen Ausdruck aber mit Gleichung (18.) vor- 
liegenden Aufsatzes, so erkennt man den Zusammenhang 

2ii» m 

(68.) G2t = 2*»C*_i. 

P. P 

In Gleichung (9.) der erwähnten Arbeit ist aber Ga^ durch die a*, 
welche dieselbe Bedeutung, wie hier haben, in folgender Art ausgedrückt: 

4 = 2'^|i-(*)ii-i+(*+l)24.2+---+(-l)*-X2&-2),_,i^ 

m 

also ist, wenn 2m 'statt p gesetzt wird, die Klammer gleich C^.i und 
demnach (mit k+1 statt Ar): 

m 2m 2m 2if» 2m 

(69.) C, = o,^.i-(Ä+l)iO*+(*+2)2a,., + ...+(-l)*(2&),fl,. 
Ebenso gilt nun auch, dem Gesagten zufolge, die Gleichung 

(70.) D, = 6.^,-(&+l),6,+(ft+2)36*.,+... + (-l)*(2A),6,. 

Während also in (65.) D^ durch 634+2 bis 6,« ausgedrückt wurde, wird es 
jetzt durch 61 bis 6^+1 dargestellt**). Wenn 

.2m— 2 
Ä- —3—, 

so haben beide Formeln gleich viel Glieder, ist k kleiner als dieser Werth, 
so hat (70.), ist k grösser, so hat (65.) weniger Glieder; die Maximalzahl 



*) Zwei Abhandlungen aus dem Gebiete der Bernoullischen Zahlen^ Schriften 
der Physikalisch -Ökonom. Ges. zu Königsberg i. Pr. Jahrg. 1892, 2. Abhdl. 

•*) Wendet man die Formel für die Entwickelung einer Function von x (hier 
F(Xy2m) Gl. (10)) nach einer anderen (hier y = a; (1 — «)), (siehe Schlömilch, Comp, der 
höheren Analysis, Bd. II, Abhandl. über die höheren Differentialquotienten, Gleichungen 



m 



(42.) bis (44.)), zur Bestimmung der Ck an, so erhält man eine lineare Combination der 
Ausdrücke (65.) und (70.); woraus man ersieht, dass die benutzte Formel nicht immer 
die einfachsten Entwickelungscoefficienten liefert. 
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der bei Anwendung der einen oder anderen Formel nothwendigen Glieder 

ist die grösste in -^o — enthaltene ganze Zahl. 

Der Vergleich der rechten Seiten von (65.) und (70.) giebt wieder 
Beziehungen zwischen den 6^^, z. B. für Ä = m— 1: 

Zieht man (65.) von (70.) ab und vergleicht die Form der Gleichung mit 
(30.), so erhält man eine neue Klasse der y^^ nämlich*) 



(71.) 



für A = 1 bis Ä+1 : n = (-l)*(2&--&+l)t, 

„ Ä = &+2 bis 2&+1: n = 0, 
, Ä^2Ä+2: y,:=KA-*-2),.*0 

Setzt man diese Werthe der y,, in die Gleichung (37.) ein, so lässt 
sich der unendliche Theil der Reihe (von A = 2A+2 an) summiren, und wir 
gelangen zu folgender Gleichung 

(2A)42costt?costt?4-(2Ä — l)t2*cos^a>cos2a> + (2&— 2)4 2^cos^frco83ip 

+ ... + (Ä),2*+>cos*+^f£?cos(&+l)a> = 2'*+*cos'*+'ir, 

welche nun, da auf beiden Seiten endliche stetige Functionen von w stehen, 
für alle Werthe von w gilt, und durch deren Differentiation diese entsteht***): 

l.(2A),2sin2f£?+2.(2&-l)t2'cosf£?sin3fr+3.(2Ä-2)t2'cos'ie?sin4fu 

+ -- + (*+l)(Ä)*2*-+-*co8*tt?sin(Ä+2)tt> = (&+l).2'*+^cos^+^irsinie?. 

Die Substitution der Werthe (71) in die Gleichungen (46.) und (47.) 
würde weitere Reihensummirungen liefern. 



(72.) { 



(73.) { 



*) Diese dürfen natürlich auch in dem Satze des § 4, Anmerkung, sowie in 
Gleichung (31.) zur Verwendung gelangen. 

**) Nimmt man * ^ m, so kommen nur die Yh für A = 1 bis * + 1 in Betracht, 

weil ük für Ä]>2fii nicht existiren. 

***) Die beiden Gleichungen (72.) und (73.) sind nebst anderen verwandtea 
Charakters dem Verfasser bereits früher einmal entgegengetreten: siehe den Au&atz Zur 
Zerlegung in Pariiatbrüche in den Monatsheften f. Math. u. Phys. IX. Jahrg. S. 132ff. 
(Gleichungen (64.) und (63.)) — Aus (72.) lassen sich andere Gleichungen mittels ahn* 
lieber Operationen hervorbringen, wie derjenigen, die zur Erzeugung von (41.), (42.) etc. 
aus (37.) angewandt worden. 
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7. 

P 

Die durch die Gleichung (1.) definirten Zahlen a^ sind für die 
independente Darstellang der BernouUtechen Zahlen von Bedentang*); unter 
anderen gilt die Gleichung (s. a. a. 0. Gleichung LXI V) : 

2m 2m 2m 2m 2m 

2 3^4 5 - 2m + l ^ ^^ '^"»' 

den links stehenden Ausdruck erhalten wir, wenn wir die linke Seite der 
Gleichung (11.) oder der Gleichung (15.) mit xdx multipliciren und zwischen 
den Grenzen bis 1 integriren ; die rechte Seite ebenso behandelt fuhrt zu : 

also erhalten wir (mit Hülfe der Formel (27.) mit ä = 0): 



mm m 



/__iyiD _ _f 1 ^ 1 I ^ 1 X 4-/"— 1 N w~l ^»w~l 1 'S 

^ ^ "»"" V3.(2), 2 *5(4), "*" 3 '7.(6)3'^'""*"^ ^ m (2m + l)(2m)„/ 

oder 

m 

(75.) (-irB.--t+.i(-i)' >(at+1W - 

m 

Wir betrachten rT^rr t^^t^tv iw zahlentheoretischer Hinsicht. In der 
Gleichung (15.) kommt y nicht mehr in der m-ten Potenz vor, also ist 



m 



m 



C^ = 0; diese Thatsache bestätigen wir noch durch den Ausdruck (18.) für C^^j^ 
der sich auch schreiben lässt 



m 



C,_,=^|&"»-(2Ä),(Ä-ir±..— (2Ä)«_.(-ft+ir+(-A)"»|. 



*) Siehe meine Vorlesungen über die Berno uliischen Zahlen elc ^ Berlin, Springer, 

'im 

1893, §§8,9, 11. Daselbst finden sich bereits für den Specialwerth 6* = a^, von ver- 
schiedenen Autoren herrührend, unsere Gleichungen (25.) als LI« (§ 8, S. 60) und die 

2m 

erste (28«.) als (9.) des §11^ (S. 83). Noch eine andere Gleichung zwischen den au 
(LIV. in § 9, S. 70) muss sich als Folge unserer jetzigen Gleichungen (siehe die Anmerk. 
zu § 4) erweisen lassen. Hingegen gilt die Gleichung LXIIIa', (§11, S. 82, in deren 
letztem Glied (2 m)' statt (2m)! zu lesen ist), wie aus der Ableitung zu ersehen, nur für 
m2>l, ist also unseren Gleichungen (25.)— (29.) nicht hinzuzufügen. 

31* 
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Setzen wir hierin & = m+1, so erhalten wir rechts ein Glied der (2m + 2)-ten 
Differenzreihe einer arithmetischen Reihe (2m)-ten Grades; dies hat aber 
den Werth Null. 



m 



Nun führen wir eine Hülfsgrösse c^ vermöge der Gleichung 



m 



(76.) C, = (2A+2),^,c, 

ein; die Substitution derselben in die Recursionsformel (13.) fuhrt ohne 
Schwierigkeit zu der folgenden: 

m+l m m 

c, = (A+l)^(c, + c,_0 
oder 

m+l tn m 

(77.) Ci-i = &'(c*-i + c*-2). 

Setzt man hierin Ar = m + l, so folgt, da c« gleichzeitig mit C^ verschwindet, 
(78.) c„ = (i»+l)'c„._,. 

m 

Nun ist Co = 1, also nach (76.) 

m 

Co = i. 

ferner (siehe (16.)) C, = 2''»-4 = 4(2*''-»-l), also nach (76.) 



m 
m 



_ fi _ 2^-^~l 
^^""(4), "^ 2'-l 

d. i. gleich einer ganzen geraden Zahl. Setzt man nun in (77.) snccessive 

m 

A = 2, 3, 4 etc., so ersieht man daraus, dass alle c^ für ft > 1 ganze Zahlen 
sind, die wir noch genauer charakterisiren wollen. 

Aus (78.) folgt successive 

2 3 Hl 

(79.) c, = 2, c, = 2.3^ c^_l = 2.3^4^..m' (« = 3); 

jetzt setzen wir in (77.) A = 3, so folgt, dass für jeden oberen Index c, 

p 
durch 3^ theilbar ist, oder, wenn wir unter A^ ganze Zahlen verstehen, 

dass 



m 



(80.) Cj = ^-3'; 

daher folgt aas (77.) mittels (79.) nnd (80.): 
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und 80, wenn in (77.) ä = 4 und successive m = 5, 6, ... gesetzt wird, über- 
haupt 

m m 

(81.) c = ^.3^4^ 

5 

Nun ist wieder nach (79.) C4 = 2 . 3^ 4^ . 5^ und daher, indem in (77.) A = 5 
und ßuecessive «i = 5, 6 etc. gesetzt wird 



m m 



(82.) C4 = A.3^4^5'; 

in gleicher Art wie die Gleichungen (80.), (81.), (82.) lässt sich jetzt auch 
die allgemeine Gleichung 

m m 

(83.) Ci_, = A,_i .(3.4...*)* (* = 3) 

ableiten. Daher ist nach (76.) 



m 

m 



und aach noch für Ar = 2 



m 



(85.) 274Y = ganzer Zahl. 



m 



Nunmehr untersuchen wir, wie es mit der Theilbarkeit von .^ . durch 

(2Ar+l) steht, und haben dabei drei Fälle von einander zu unterscheiden: 

1. 2k+l ist eine zusammengesetzte Zahl. 

2. 2&+1 ist eine Primzahl und k kein Theiler von m. 

3. 2 Ar 4-1 ist eine Primzahl und k ein Theiler von m. 

Ad 1. Da 9 die erste- ungerade zusammengesetzte Zahl ist, kommt 
nur &^4, also Gleichung (84.), nicht (85.) in Betracht. Wir zerlegen 
2Ä+1 in zwei gleiche oder ungleiche Factoren a und b^a] dann ist 

a>3, 6<— 3— <*, 

also ist a ein Factor des einen, b ein solcher des andern der beiden gleichen 
Producte 3.4... (/r~l) in (84.), und folglich 



m 



Gb-] 



k(2k + 1)(2*), 

eine ganze Zahl. 
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Ad 2. 9. Staudt hat bei Gelegenheit des Beweises seines schönen 
Theorems über die ßemotitftschen Zahlen folgenden Satz*) aufgestellt: 

Wenn p eine Primzahl and n eine ganze Zahl, die nicht durch p — 1 
getheilt wird, so ist 

S^ = r+2"+3"+-+/i" = (mod./i), 
oder anch 

S; = r + 2-+3-+... + (p-l)" = (mod.p); 
sei nun 

p = 2A+l, 
so ist 

. s: = i"+2»+...+&"+(p--Ä)"+(p-&+i)»+...+(p-i)", 

also für n gerade =2m\ 

51 = 2(l"+2"+ ••• + *") (mod. p), 

folglich r"+2*'"+ ••+*"" durch 2Ä+1 theilbar. 
Ferner ist für jedes ganzzahlige r (^ 2 k) 
(86.) (2AX = (-1)'- (mod.p). 

Beweis. Nach bekanntem Satze ist 

(2 Ä), + (- 1) H(2*_r)! 

aber 

(2Ä-r)! = (p-2/r)(p-(2*-l))(p-(2*-2})...(p-(r+l)) 

= (-l)-(r+l)(r+2)...(2Ä) (mod.p), 

folglich der Zähler durch p theilbar, nnd daher anch, da p zu allen Factoren 
des Nenners theilerfremd ist, anch der ganze Brnch, d. h. 

(2Ä),+ (-l)^-' = (mod.p), 
w. z. b. w. 

Nan ist 

(18.) C»_. = Ä*--(2Ä),(Ä-l)'-+(2/r),(*-2)*™+- + (-l)»-'(2Ä)t_,.l*", 
also nach (86.) 

m 

Ci_, = &*-+ (Ä- !)*-+(&- 2)'"+ ••• 4- 1"" (mod. p) 

m 

nnd folglich nach dem vorher bewiesenen Satze C^.i dnrch p theilbar. Nach 



*) S. Yorles. über die Berfioti/ZischeD Zahlen, § 16, obigen Satz in Gleichung (10.). 
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den Gleichungen (84.) und (85.) ist C,,^i auch durch k(2k\ (&>2) theilbar, 
folglich ist, da p prim zu k und zu allen Factoren von (2k\ ist, wiederum 

m 

*(2*+l)(2*)* 
eine ganze Zahl. 

Ad 3. Da k ein Theiler von m, so ist auch 2A = p— 1 ein Theiler 
von 2 m, folglich 

^2m _ j Qaiod. p), 

wo a irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., Ar bedeuten kann. Daher ist 

C,_. = l_(2&),+(2&)3 + - +(-l)*-'(2*)»_, (mod. p), 
aber 

2(1-(2&),±...+(-1)*-'(2äV0 + (-1)*(2*), = 0, 
also 

2C*_. = (-l)*+'(2*X(mod.p), 

oder, wenn im Folgenden «, /9, p', J ganze Zahlen bedeuten, 

(87.) 2Ci_i = (-l)*-'(2*),+«;,; 

nach (84.) und (85.) ist aber 

(88.) 2C,_, = ß-2k(2k\, 

folglich 

daher a:(2k)jt wieder eine ganze Zahl y^ und 

2ßk = («l)*-^ + yp = (-i)*-i+2y&+y, 
demnach 

y = 2*J+(-l)', 

/? = (2Ä+l)J+(-l)» 
and daher nach (88.): 



m 



^»- - ^ =d-\.^-'^^ 



*(2A + l)(2*)i 2üt + l ' 2* + l' 

oder endlich 

m 
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Schreiben wir nun in (75.) -1 + ^ + ^ statt — ^, verstehen unter G 
eine positive oder negative ganze Zahl und unter a, b, ..., l diejenigen 
Primzahlen ;> 3, deren um 1 kleinere Nachbarn 2m theilen, so erscheint 
(75.) in der Form 

(90.) (_i)»ß^=G + | + ^ + ^-H^ + - + |- 

Bei dieser Berechnungsart erscheint also die m-te Bernoullische ZM 
sofort, d. h. ohne dass irgend ein Bruch gegen einen anderen fortiuheben wäre, 
in der Form, welche der r. Staudt-Clausensche Satz für sie verlangt. 

8. 
Die Gleichung (23.), auf welcher die weiteren Ausfllhrungen dieser 
Arbeit beruhen, hatte zur Voraussetzung, dass die bj, die Initialen der Differenz- 
reihen einer arithmetischen Reihe sind, deren (a+l)-tes Glied durch die 
Gleichung (21.) gegeben ist. Hier lässt sich Voraussetzung und Folge ver- 
tauschen, d. h. es gilt der Satz: 

Wenn eine Function ^ (— l)*'*'*6jta:*"* sich in eine andere eon der 

m-l 

Form (1 — 2a?) 2! (— 1)*/)*^*, worin y =^ x(l-x), umformen lässt, so sind die 

bj, die Initialen der Differemreihen einer arithmetischen Reihe 2m'len Grades, 
deren (5s+l)-tes Glied eine gerade Function eon s ist. 

Beweis. Die Voraussetzung des Satzes ist, als Gleichung geschrieben, 
äquivalent mit (vergl. Gleichungen (10.) und (H.))« 

(91.) J/-!)*'' J** = ,£ (-l)*Äfl^*''' ^ = '^^"*^ 

durch deren Differentiation erstere entsteht. 

Vermöge derselben wollen wir die b^ durch die D^ aasdrücken. 
Ordnet man die rechte Seite von (91.) nach Potenzen von x, so Überzeugt 
man sich leicht von der Richtigkeit der beiden Gleichungen 



(92.) 



6a-. = (2k- 1) { -fi + (*), f + (k+ 1), ^ 



+ - + (2&-2),_.^^}, 



*- = 2*{l^H-(*).-2-+(*+l)3^ 



+...f(2Ä-l)«_,^}. 
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Ein bestimmtes D^ kommt in 62* -i vor, wenn h zwischen Ar— 2 and 
2/r— 1 liegt und hat darin (innerhalb der Klammer) den Coefficienten 

^— ^ (Ä+l),Ä_2fc+3; dasselbe Z>A kommt in 62t vor, wenn A zwischen k— 2 und 
2 k liegt, und hat darin (innerhalb der Klammer) den Coefficienten 

beides lässt sich zusammenziehen, indem wir sagen: der Coefficient von D,^ 

in br ist:^^(A + l)2(A4.,)-r, wenn A+1 ^r ^ 2(ä+1). 

Nun ist das («+l)-te Glied derjenigen arithmetischen Reihe, deren 
Differenzreihen die Initialen 61,62,... 62m haben, 

(93.) T, , , = 61 (a), + bz (a)2 + • • . + 62« (3)2« ; 

ordnen wir diesen Ausdruck nach den Grössen Z>a? oder />*•(* + !) 
setzen also 

(94.) T,,,^^£f, 



"•-' ^ Dh 



' Ä+1' 



A«0 

80 ist 

(95.) F,= y r(A+l)2(,+,3.,(«),. 

r=/i + l 

Setzen wir hierin «(a — l)r-.i statt r(a)^ und beginnen die Summation 
mitr=l, wodurch nur verschwindende Glieder hinzugefügt werden, so 
erhält Fä die Form 

F ^,[(^ +l)^-(-A + i) , (h + l)h...( ^h) z^l (g-i)...(g-2A~l) l 

* 1 1.2...C2Ä + 1) 1.2...2Ä 1 ■*"*""^ 1.2...(2Ä + 1) J 

d. i. nach dem Factoriellensatz 

rqß ^ l?» - « (z + hXz + h^iy..(z^h) i8V-l«) (g'^2')...(>'-A«) 
^üD.; r,-» 1.2...(2Ä + 1) "" 1.2...(2Ä + 1) 

und somit nach (94.) 

/q7^ T - V-^ i5'(.'^l')(^'~2')...(.'-^') 

^u#.; i,4-, -^£^_^j- l.2...(2Ä + l) ' 

das ist aber eine gerade Function von z, und somit der Beweis geführt. 

Die Voraussetzung des Satzes trifft bei den Bernoullischen Functionen 
zu. Setzen wir mit Hermite, unter p eine positive ganze Zahl verstehend 

(98.) S,(x) = -f^-^ + (ip), la.'-'-Cp),!«.--^!..., 

SO ist bekanntlich 

S,(l-ar) = (-ir'Sp(*), 

Journal fär Mathematik Bd. CXXIII. Heft 3. 32 
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also fUr p = 2iw — 1: 

S,^^,(x) = S,..,(l-a?) = i I S,„,_,(a?) +«2.-1(1 -x) \ = i^^,(a:-+(l-a:)-), 

n 

WO die n positive ganze Zahlen und die A^ Constanten sind; wird aber 

gesetzt, so ist 

Kaf+a-x)') = (^)-+(„),(^)-'«H(«X(i)-V+..., 

also -^(aj'' + (l— a?)**) uni/ daher auch S2,n-\(x) nach Potenzen, von y ent- 
wickelbar. Nun lässt sich S^^n^^ix) nach Gleichung (98.) bei umgekehrter 
Anordnung leicht in die Form bringen: 



(99.) 



rc' ,^ .V „ X* 



Vergleicht man nun die rechte Seite dieser Gleichung, welche sich 
also nach Potenzen von y entwickeln lässt, mit der linken Seite von (91.), 
so findet man leicht die Werthe 



(100.) 



ft^^^j = , 1 

, .vA,^ .N ^ } für Ä=l bis w— 1, 

b,, =(-l)*(2m~l),,_,ß_J 

62.-.= (- 1)'"-^ -ö^, 62. = (-l)'"-^ 



2 

Diese Werthe dürfen also in alle für die 6* aufgestellten Gleichungen 
(25.), (26.), (28.), (29.), (71.) eingesetzt werden, wodurch eine Anzahl von 
Recursionsformeln für die Bernoullis^cheu Zahlen geliefert wird, von denen ein 
Theil mit den bekannten zusammenfällt (wobei schliesslich immer m statt 
iw-1 zu setzen ist). So führt (25.) auf V. S. 12, (26.) auf I. S. 7, die 
erste (28*.) auf IL S. 8, (71.) mit Ä = m auf die erste Seyäel^che^ XXV. 
S. 35, (71). mit & = w— 1 auf eine von mir angegebene, XXXIIL S, 39 der 
„Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen". 

Manche der neuen Formeln, worunter sich auch mittels der Werthe 
y^ aus (71.) verkürzte Recursionsformeln verschiedener Art befinden, haben 
ein ganz gefälliges Ansehen; wir gehen jedoch nicht näher auf sie ein, es 
genüge, auf ein neues Princip zur Bildung solcher Formeln hingewiesen zu 
haben. 
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Ueber die kleinste Kugel, die eine räumliche Figur 

einschliesst. 

(Von Herrn Heinrich Jung in Rinteln a. d. Weser.) 



Im Folgenden sollen zwei Aufgaben der Geometrie des ft-dimensionalen 
Raumes behandelt werden. Für den zwei- und drei-dimensionalen Raum 
lassen sich die Aufgaben rein geometrisch lösen, worauf hier aber nicht 
eingegangen werden soll. 

Wir werden uns im Folgenden der einfacheren Ansdrncksweise wegen 
öfter der geometrischen Sprache bedienen. Dieser entspricht zwar für « > 3 
keine Anschauung mehr, sie ist aber doch nach Analogie der einfacheren 
Fälle verständlich und kann immer durch diese einfacheren Fälle (n ^ 3) 
als Beispiel erläutert werden. 

I. 
Zunächst betrachten wir folgende Aufgabe: 

Es seien in einem ft-dimensionalen Räume ^e^ (>> 1) Punkte gegeben. 
Es soll eine (ft— 1) dimensionale Kugel von möglichst kleinem Halbmesser 
bestimmt werden, sodass keiner der gegebenen Punkte ausserhalb der 
Kugel liegt. 

Die gegebenen /^ Punkte seien Pu ..., p^; Pa habe in Bezug auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem die Coordinaten x{*\ ..., xi"\ Es sei ferner 
p irgend ein im Endlichen liegender Punkt mit den Coordinaten ai, ..., a^. 
Unter den Entfernungen pp^ (a = 1, ..., ,u), die alle endlich sind, ist jeden- 
falls eine, die nicht kleiner ist als alle anderen. Diese wollen wir mit 
r(ai^ ..., aj oder kürzer mit r(p) bezeichnen. Ausserhalb einer um p mit 
r(p) beschriebenen Kugel liegt dann keiner der gegebenen Punkte. r(p) ist 

32* 
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für jeden endlichen Punkt p vollkommen eindeutig bestimmt und eine stetige 
Function des Punktes p oder der Coordinaten a,, ..., a, dieses Punktes. 

Unsere Aufgabe besteht nun darin, den oder die Punkte p zu be- 
stimmen, für die r(p) ein Minimum wird. 

Wir wollen zunächst zeigen, dass immer ein und nur ein absolutes 
Minimum existirt, dann, dass kein relatives Minimum vorhanden ist, und 
endlich eine Methode herleiten, nach der man immer die Lösung finden kann. 

Um die Existenz eines absoluten Minimums nachzuweisen, benutzen 
wir eine Schlussweise von Weierstrass. Für irgend einen im Endlichen 
liegenden Punkt pu nehme r{p) den Werth r(po) = ''o an. Dann kann man, 
da r(p) unendlich wird, wenn p in irgend einer Richtung ins Unendliche 
rückt, oder — anders ausgedrückt — wenn auch nur eine der Coordinaten 
von p unendlich wird, ein ganz im Endlichen liegendes Gebiet G für den 
Punkt p oder die n Veränderlichen ai , . . ., a„ so bestimmen, dass ausserhalb 
und auf der Grenze von G immer r(p) >> r^ ist. Man kann z. B. festsetzen, 
dass die absoluten Beträge der Coordinaten von p alle kleiner sein sollen 
als eine hinreichend gross gewählte Grösse A. 

Da a> 1 sein soll, so wird r(p) an keiner Stelle des Gebietes G 
der n Veränderlichen ai, ..., a„ Null oder auch nur beliebig klein, und da es 
immer positiv ist, so giebt es eine positive von Null verschiedene untere 
Grenze der Functionenwerthe von r(p). Diese sei Ä. Zu jeder Stelle p 
im Gebiete G gehört ein endlicher bestimmter Werth r(p). Es sind also 
im Gebiete der «+1 Grössen r, ai, ..., a„ unendlich viele Stellen definirt. 
Unter diesen giebt es solche, bei denen r der Grösse R beliebig nahe 
kommt. Also giebt es mindestens eine Stelle R, a\^^\ ..., a^"^ von der Art, 
dass in beliebiger Nähe von ihr beliebig viele von den definirten Stellen 
liegen (Satz von Weierstrass). Dann muss aber die Stelle a{"\ . . ., ai,"^ im 
Innern von G liegen. Denn läge sie auf der Grenze, so könnte man (nach 
der Definition von G) eine Umgebung dieser Stelle bestimmen, sodass für 
alle Stellen dieser Umgebung r um eine endliche Grösse grösser wäre als Tü, 
also R nicht beliebig nahe kommen könnte, da R^r^* Da aber r(p) in 
G eine stetige Function ist, so folgt, dass ist 

r(a^"),...,ar>) = Ä. 

Die untere Grenze R wird also für einen Punkt in G angenommen, d. h. es 
giebt mindestens eine Lösung unserer Aufgabe. 
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Wir zeigen nnn, dass nur ein absolntea Minimum vorhanden sein kann. 
Es seien /?' und p" zwei verschiedene Punkte und es sei 

r(p') = r(p") = fl. 
Dann müssen alle Punkte p^ (a = 1, . . ., fi) innerhalb der um p' und p" mit 
dem Halbmesser R beschriebenen Kugeln oder auf ihrer Oberfläche liegen, 
also innerhalb des diesen Kugeln gemeinsamen Stückes oder auf der Grenze 
dieses Stückes. Hieraus folgt für « = 2 und « = 3 sofort aus der An- 
schauung, dass für den Mittelpunkt p^"^ von p'p" r(p^"^) < R wäre. Das- 
selbe gilt allgemein, wie wir jetzt zeigen wollen, p' und p" mögen die 
Coordiuaten «1, ..., al und a[\ ..., all haben, p^^^ hat dann die Coordinaten 

Ol + fli an + Qn 



9 ? •• •? 9 



Nun ist nach der Definition der Function r(p) 



Ica^j"'-«;)^ <rXp')^Ä^ 



1 

n 



a = 1, ..., II. 



Ferner ist identisch 

(a = 1,..., li). 

Es wäre also 

r(p^")) < fl, 

was nicht möglich ist. Es giebt nur eine Lösung. 

Wir wollen nun zeigen, dass T{fi) an keiner Stelle ein relatives 
Minimum haben kann. 

Es sei Po mit den Coordinaten a{''\...,aS^^ die gesuchte Stelle und es sei 
also r(po) = Ä. Ferner sei p mit den Coordinaten a^, ..., a„ irgend eine andere 
Stelle. Wir haben zu zeigen, dass in beliebiger Nähe von p Stellen p' vor- 
handen sind, sodass r(p)<ir(p) wird. Es ist r(pii) =^ R <Zr(p). Wenn 
wir also p auf der Geraden ppi^ sich von p aus fortbewegen lassen, so wird 
r(p) sicher einmal kleiner werden als es im Anfang war. Wir wollen 
zeigen, dass r(p) von Anfang an abnimmt. Die Coordinaten der Punkte p' 
auf der Geraden pp,j können wir darstellen in der Form 

a'i = ai + (al"^ — a,)i/, o=i «), 

oder 

a'i = Gi — biU 
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wenn wir zur Abkürzung setzen 

wobei u eine reelle Variable bedeutet. Nun ist nach der Definition von r 



M^\^'-^py < Ä^ 



1 

n 



^,(aj{->-aO* ^r'(p) 



et = Ij ...j ^t. 



Es sei etwa 



M^^^-^iT==r\p) für a=A,...,/3a, 
1 

<r*(p) für « = /?i+t,...,/5f;.. 

Wir bilden nun 

11 1 1 

Hieraus folgt, dass wir zunächst eine positive Grösse d so bestimmen 
können, dass für « = /?i+i .../5^ Jfi(aj,^''^— ö!y kleiner als r'(p) bleibt, wenn 
|fi| <1 (J ist. Ferner folgt aus 



n 

.2 == D2 



+ -2*6? <ß% 

2 i* 6,(0?!«' - «<) ^ R'- r\p) - i, 6? < 0. 

Man kann demnach für « = /?i , . • •> /^i ^i^e positive Grösse e so be- 
stimmen, dass 

dasselbe Vorzeichen wie — n hat, wenn |ii|<C« ist. Wählen wir dann eine 
QrÖsse u^ so, dass 

< Wo < « und Ui) <i ^ 
und setzen 

so wird 

i,(a:[«>-a:)'<r'(/?) für « = /?,,..., /?^, 
also 
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und da tiu beliebig klein angenommen werden kann^ 80 kann man dafür 
sorgen, dass ai,...,al in beliebiger Nähe von p liegt. Damit ist bewiesen, 
dass kein relatives Minimum existiren kann. 

Wir gehen nun dazu über, eine Methode zur Bestimmung des Punktes 
Po mit den Coordinaten a^*^*^, ..., a^"^ und des Halbmessers R aufzusuchen. 
Es ist 

es sei etwa 

i. (X{"> - a^^y = Ä^ (a - a„ ... a,), 

1 

Für jeden Punkt p, der von p« verschieden ist, ist r{p) > R. Nach 
dem bis jetzt Bewiesenen genügt es zur eindeutigen Charakterisirung von po, 
dass für alle Punkte in beliebig kleiner Umgebung von po r(p)^ R = r(pii) 
ist. Die Coordinaten irgend eines Punktes p der Umgebung von pu können 
wir in der Form darstellen 

Oi = af *^ + u bi (• = 1, .... «), 

wo |ti| alle Werthe von bis zu einer oberen Qrenze tio annehmen kann 
und die Grössen 6« alle möglichen endlichen reellen Werthe annehmen 
können. Für einen Punkt p mit den Coordinaten ai, ...,a» ist r^(ji) gleich 
dem grössten der Werthe 

Soll dieser nun nicht kleiner als R werden können durch geeignete Wahl 
von u bei bestimmten Werthen der 6|, so dürfen für a = a|, ..., «^ die 
Summen 

nicht alle dasselbe Zeichen haben. Dies beweist man leicht durch ähnliche 
Betrachtungen, wie wir sie bei dem Beweise von der Unmöglichkeit eines 
relativen Minimums angestellt haben. P^s darf also keine lineare in den 
Grössen Xi—a,^"^ homogene Function der Grössen a?i,...,a?, A(a?i,...,a:J geben 
der Art, dass A(x[*'\...,xi''^) = Ä(pj>0 (oder <;0) für a = ai, ..., a^. (Daraus 
folgt nebenbei, dass v> 1 sein muss.) Geometrisch gesprochen heisst das: 
Es dürfen nicht alle Punkte, die auf der Oberfläche der gesuchten Kugel 
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liegen, auf einer Seite eines darch den Mittelpunkt der Kngel gehenden 
ebenen Raumes liegen. Das ist fttr fi = 2 und it = 3 auch durch die An- 
schauung klar. Für den Fall n = 3 folgt hieraus auch ans der Anschauung, 
dass die Punkte paj die auf der gesuchten Kugel liegen, nicht in einer 
Ebene liegen können, wenn diese Ebene nicht durch den Mittelpunkt po der 
Kugel geht. Analoges gilt fUr ii = 2 und auch im allgemeinen Fall, wie 
wir jetzt zeigen wollen. Es sei g(xi^...yX^) eine lineare Function von 
oji, . . ., a?^, also gr = die Gleichung eines ebenen («—1) dimensionalen Raumes 
und es sei 

dann muss auch g(pii) = sein; denn sonst wäre 

9(P)-9(P^) = 9(P^u -M ^n) - ^(a{^..., öi"0 

eine Function, welche die Eigenschaften der Function h(p) = h (o?,, ..., xj hätte. 
Wir können nun ein Gleichungssystem von « + 1 Gleichungen für unsere 
n + 1 Unbekannten aufstellen. Zunächst bestehen die in den Grössen 

al"\...,aS'\ Ii{a^^y-R' linearen v Gleichungen 

(a tsr ai,...,a^). 

Von diesen Gleichungen seien q + 1 linear unabhängig und die Be- 
zeichnung sei so gewählt, dass die ersten g + 1 linear unabhängig sind. 
Dann ist die Matrix 

1 ^(aO ^(aj) I 

■ \=M 

1 ' ' I» 



vom Range p+1. Und es giebt « — p und nur « — p lineare, linear von 
einander unabhängige Functionen der Grössen Xi,...,a?^ 

sodass 

Es ist dann nothwendig, wie wir sahen 
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Wir haben also jetzt folgende n + 1 in den n+l Unbekannten 

-I'iW'^y— Ä^ Om'-mö" lineare Gleichungen 



(a.) 



i,(oH'-Ä'-2o{'"aj<"^ 20^4"' = -i.-Ca-.^"')', 



a — «1, ,. ,, cf^^j, 



/? = 1, ..., W — p. 



Diese Gleichungen sind von einander linear unabhängig, wie wir 
jetzt zeigen wollen. Die Determinante der Gleichungen ist im wesentlichen 
identisch mit der Determinante 



X 



(«i) 



1 1 • • 'J ^n 



(«i) 



= Ä 



1 a;^"e+»\...,x^''?+i^ 
1 ''II 

U Oji, • • •) ^In 
^ ^n— fM • • •» ^n—qn 

Wir haben nachzuweisen, dass Ä^ von Null verschieden ist. Es sei 
H =^ 0. Dann könnte man nicht sämmtlich verschwindende Constanten 
^n«*7^N+i so bestimmen, dass 

(• ^ 1 , . . . I itß, 

Multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 6^o, bßi u. s. w. 
und addiren dann, so folgt, wenn man setzt 

n 
1 

oder zufolge der Definition der Functionen gß 

^^-\-2^ßl'h\-i-3^ß2~\""'\'K-\-l^ßn-Q = ^• 

Nun kann nicht sein 



^^+2 



= ip+3 = ••• = ^« + 1 = 0, 



weil dann nach den Gleichungen (b.) die Matrix der ersten p + 1 Horizontal- 
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reihen von M nicht den Rang p+1 hätte. Es muss also sein 

Sind nun yi,...,y„_p irgend n— p verschiedene der Zahlen von 1 bis n und 
setzen wir 

so wird 

wo die Summation über alle Combinationen (y) zu erstrecken ist. Soll also 
J =^0 sein, so müssen alle Determinanten B^. = sein. Das ist aber nicht 
möglich, da dann die Functionen gß(p) linear von einander abhängig wären. 
Also ist H nicht Null und aus den Gleichungen (a.) lassen sich die Grössen 
ß, al"\ ..., ai*'^ eindeutig bestimmen. 

Um nun die Grössen al"\ ..., ai^'\ R zu bestimmen, kann man demnach 
folgendermassen verfahren. 

Man stelle alle möglichen Gleichungssysteme von der Form (a.) auf. 
Die Anzahl derselben ist endlich. Aus jedem dieser Gleichungssysteme 
folgt ein Werthsystem al"\ . . . , ar\ ß. Ei»s von ihnen muss das gesuchte 
sein. Um es zu bestimmen, berechne man die Grössen r (a}"\ . . . , ai"^) für jede 
der bestimmten Stellen, Die Stelle, fUr die dieser Werth am kleinsten 
wird, ist die gesuchte. 

Man kann auch noch auf eine andere Art bestimmen, welches der 
auf die angegebene Art und Weise gefundenen Grössensysteme das gesuchte 
ist. Ist dies nämlich etwa a[^^j . . .^a^^'\ R, so unterscheidet es sich von 
den anderen dadurch, dass es nicht möglich ist, Constante 6,,... ,6^ so zu 

bestimmen, dass ^, 6< (a,^'*^ — o,^"^) > wird für alle Werthe von a, für die 

n 

-i'i(i^l"^— «r'^' = ß^ ist. Es handelt sich noch darum, ein Kriterium dafUr 

anzugeben, ob man die Grössen 6. in der angegebenen Weise bestimmen 
kann oder nicht. Wir wollen für einen besonderen Fall dafür ein Kriterium 
ableiten. Wir werden es im zweiten Theil verwenden. Die Grössen 
Ry öi"\ • • -7 «i'^ mögen durch die Gleichungen (a.) auf Seite 247 bestimmt 
sein. Wir setzen hier aber voraus, dass der Rang der Matrix M auf Seite 246 
gleich V sei, dass also die r auf der gesuchten Kugel liegenden Punkte 
nicht in einem ebenen Räume niedrigerer Dimension liegen, als bei 



Jungy über die kleinste Kugel, die eine räumliche Figur einschliessU 249 



allgemeiner Lage der Punkte möglich ist. Dann ist v = p + 1 und also 

1 
Wir setzen zur Abkürzung 

und betrachten die Determinante 



(a =«!,..., a^.^i)^ 



(a = ap^2»*»-'<*;i)» 



1 #i(«i) «(«i) 



= G, 



1 J^{"? + 0,..., yf«?+0 

U Oll , • • »7 ^In 

WO die Grössen 6^^ dieselbe Bedeutung haben wie früher. Diese Determinante 
hat denselben Werth wie die Determinante H auf Seite 247. Sie ist also 
von Null verschieden. Die Unterdeterminanten von G nach der ersten 
Colonne seien G,, G2, . . ., G„^.i. Es ist dann 

G = Gi + G'2 + ..'+ G^+i. 

Addiren wir nun die mit bß^ multiplicirte zweite Colonne, ferner die mit 
bß2 multiplicirte dritte Colonne u. s. w. zur ersten, so ändert G seinen Werth 
nicht. Entwickeln wir also nach dieser Umformung nach Unterdeterminanten 

n 

der ersten Colonne, so erhalten wir, wenn wir wieder c^o = ^Jib^ibßi^^ Cg^ 

1 

setzen, 

G = G,+ G2 + •.. + G,,^, + G, i.-6^,y^^ + - + c^iG,^2 + - + c^n-,G„+i. 

Da nun G^^G^ + Gi-i f-Gp^i und da ferner nach der Definition der 

Grössen b^^ 



2:i bßiff^i''^ = für a = «1, . . ,, a^+j 

und /3= 1, . . .,n--(>, 
so folgt 

CßiG^+2'] \-Cßn-^QGn^i = 

für /?=!,..., w— p. 

Da aber die Determinante -S'+CnCz? ... c«_^„_^ nicht Null ist, wie 
wir schon sahen, so folgt 

Gp+2 = Gp+3 = ••• = G«+i = 0. 

33* 
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Wir wollen hierfür noch einen anderen Beweis geben. Wenn man 
in G die i-te Horizontalreihe durch die Reihe 

ersetzt, so entsteht eine lineare Function der Grössen Xi^ ..., x^. Sie heisse 
Gi(xi^ ...^ x^) = 6i(p). Ist nun Ä>>(>+1, so gelten folgende Gleichungen 

dann muss aber nach Früherem sein 

d.h. aber, da allgemein für A = 1 ,..., w+1 Gi(po) = Gx ist, es ist 

Wir wollen nun annehmen, es sei möglich, eine lineare in den 
Grössen a?<— af^ homogene Function der Grössen a?i, ..., a?„ g(xi^ •••?^-)=fl'(p) 
so zu bestimmen, dass 

Da identisch 

Gr9(Pa)+ G,^g(pJ+'- + G,^r9(iPa^^J = 0, 

so folgt, dass die Grössen Gi, ..., G^+i nicht alle dasselbe Zeichen haben 
können. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend dafür, dass man 
die Function g in der angegebenen Weise bestimmen kann. Denn wenn 
die Determinanten G^,..., 6^4.1 nicht alle dasselbe Zeichen haben, so hat 
eine von ihnen, etwa Gj, das entgegengesetzte Zeichen wie G. Dann 
brauchen wir aber nur zu setzen 

je nach dem Vorzeichen von G^. Denn dies ist eine lineare, in den Grössen 
Xi—af^ homogene Function der Grössen a?i, ..., a:«, und ferner ist 

also bei geeigneter Wahl des Zeichens 

^(P«)>0 für « = «1, «2, ..., a^^i. 

Damit man also umgekehrt keine Function der Art wie die Function g 
bestimmen kann, ist nothwendig und hinreichend, dass die Unterdeterminanten 
G,, ..., G^^_^ alle dasselbe Zeichen haben. 
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Geometrisch bedeutet das Kriterium Folgendes: Die Gleichung 

G,(p) = 

bedeutet für >L = 1, ..., p + 1 die'Gleichung eines ebenen Raumes, der durch 
die Punkte p^,^ •^^Pa ^^ i^i* Ausnahme des Punktes pa^ hindurchgeht. Nun 

wird Gx(pii) = Gi und G^Cp«^) = G. Haben aber die Unterdeterminanten 

Gl, ..., Gp+i alle dasselbe Zeichen, so hat G=G,-| hG^^i auch dies 

Zeichen. Unser Kriterium sagt also aus, dass die Punkte p^ und Pa^ auf 
derselben Seite des ebenen Raumes 6^ = liegen müssen und zwar für 
A = 1, ..., p+1. 

IL 

Wir betrachten nun folgende Aufgabe. 

Wenn in irgend einem Räume ^ Punkte gegeben sind, so nennen 
wir die Entfernung zweier Punkte, die nicht kleiner ist als die Entfernung 
zweier anderer Punkte der gegebenen Punkte, Durchmesser des gegebenen 
Punktsystems. Es soll nun der Halbmesser einer möglichst kleinen (w— 1) 
dimensionalen Kugel bestimmt werden, in die man alle Punktsysteme vom 
Durchmesser Eins eines it-dimensionalen Raumes hineinlegen kann. 

Das Punktsystem von u Punkten, das wir im ersten Theile betrachtet 
haben, habe den Durchmesser eins. Die Coordinaten dieser Punkte mögen 
also den Bedingungen genügen 

(1.) i.- (X^^^ - Xl^y < 1 (a, ;9 » 1 ^). 

1 

Wir haben gefunden, dass man eine (n— l)-dimensionale Kugel be- 
stimmen kann von möglichst kleinem Halbmesser, welche die ^ Punkte um- 
schliesst. Der Mittelpunkt dieser Kugel sei pu mit den Coordinaten o5'^\...,ai"^ 
und der Halbmesser R, Wir wollen zunächst nur solche Punktsysteme 
betrachten, bei denen die gegebenen Punkte allgemein liegen, also nicht 
mehr in einem ebenen Räume liegen, als bei allgemeiner Lage möglich 
ist und auch nicht mehr auf einer Kugel. Von dieser Beschränkung werden 
wir uns später wieder frei machen. Wenn die Bedingung (1.) gilt, so kann 
man erwarten, dass, wie auch sonst die /li Punkte p^ gewählt werden, eine 
obere Grenze für R existirt. Und diese Vermuthung bestätigt sich. Ist 
diese obere Grenze y und K der gesuchte Halbmesser, so ist jedenfalls 
Ä'^y. Gelingt es dann ein specielles Punktsystem so zu bestimmen, dass 
die kleinste Kugel, die es einschliesst, den Halbmesser / hat, so muss K ==y 
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sein. Wir werden also zunächst eine obere Grenze y ableiten und dann 
eil) specielles Punktsystem aufsuchen, bei dem der Radius der kleinsten 
Kugel, die es einschliesst, gleich y ist. • Zum Schluss werden wir das 
Resultut noch etwas verallgemeinern. 

Um eine obere Grenze für R abzuleiten, betrachten wir weiter das 
System der /t Punkte p^ unter der Voraussetzung (1.) und benutzen die 
Bezeichnungen des ersten Theils; nur wollen wir für aj, ..., a^+i einfacher 
1, ..., p+1 setzen. 

Betrachten wir nun die Determinante 



1 Vi 1 • . j y 



(1) 

n 



U Oll 1 • • •? ^In 



= G. 



^ ^n-pl1 • • •> ^n- 



e« 



Wir setzen zur Abkürzung 



h — TtM^ti^^^ — h 
r*aß — ^ilfi Vi — '•ßa 

1 

dann ist identisch nach bekannten Determinantensätzen 



Ca, ^= 1, ..M ?+l)» 



(^ = 1,..., e+1). 



Ä^iGi + A^,G,+ -+A^,+iG,+i = 
daraus folgt, dass auch identisch 

Bei der angenommenen allgemeinen Lage der Punkte p« haben aber, wie 
wir früher sahen, die Determinanten Gj, ..., G^^i alle dasselbe Zeichen. 

Daraus folgt, dass mindestens eine der Grössen haß kleiner sein muss als A«« 

oder als — hßß oder gleich diesen Grössen. Denn sonst wären alle Stimmen 



n 



^.A<„>0 



(a = l, ..., o+l). 



Es sei 



Nun ist 



ha ^ < 



'aß 



_1ä 



A.«=^.(».^^0' = /i', 



Jung, über die kleinsie Kugel, die eine räumliche Figur einschliessf. 253 

also 

Weiter ist aber nach der Bedingung (U) 

i*(4-'-0' = My'i'' -Vi"? = 2ß^-2A,^ ^ 1. 

1 1 

Also wird 



2fiH— < 1 



oder 



R 



f. 



(^+1) 



Der Ausdruck ^. ^. .. wächst mit wachsendem p, was man sofort 

sieht, wenn man ihn in der Form ö — -77 — r-.-. darstellt, (f kann aber 

2 2(^ + 1) 

höchstens gleich n sein. Also folgt 

Die so für R gefundene obere Grenze ist nun vollkommen unabhängig von 
der Wahl der a Punkte p«, wenn nur die Bedingung (1.) gilt und die Punkte 
keine specielle Lage zu einander haben. 

Wir können also y = I/07— -.— r^ setzen und es ist K < I/ötA-tn • 

Wir haben nun zuzusehen, ob man nicht ein Punktsystem vom Durch- 
messer Eins so bestimmen kann, dass der Radius der kleinsten Kugel, die 

es umschliesst, gerade gleich \^^--—^ ist- 

Wir haben gesehen, dass die zu dem Punktsystem der ^ Punkte p^ 
gehörende Grösse R der Ungleichheit genügt 



«^/Tr, 



2(^ + 1)' 

also nur gleich l/97-Tn werden kann, wenn p = w ist. Die Anzahl der 

auf der um p„ mit dem Halbmesser R beschriebenen Kugel liegenden Punkte 
muss also gleich n+l sein. Da die innerhalb der Kugel liegenden Punkte 
Pa zur Bestimmung der Kugel nicht beitragen, so genügt es für unseren 
Versuch, die Punkte p^ passend zu bestimmen, ^ = n+ 1 zu nehmen. Die 
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Coordinaten dieser n+1 Punkte seien 

Diese Coordinaten müssen nun, wenn wir wieder die frühere Bezeichnung 
anwenden, den Gleichungen genügen 

11 



k. = My^^y = M<^"-an' = 



2(n+l) 



(a = I,...,nfl). 



Ferner muss sein 



ZiCx^^'-^xi^'f = liCy^^'-yn' = Ka+h,'-2Kß = -^ - 2A«, < 1, 



also 



-Kß^ 



Daraus folgt noch 



2Cw + l) n 






— '•nn noq» 



'aa 



n 



W' 



0. 



Endlich müssen noch die Unterdeterminanten nach der ersten Colonne 
der Determinante 

-*• yi J • • •! Ifn 



= G 



1 «(»»^-i) ,t(«-H) 

Öl, ..., Gn+i alle dasselbe Zeichen haben. Daraus folgt, da identisch 

G, . 2:1 *,, + •••+ ö«+i S A„^n = 
1 1 

nfl n + 1 

und da Zi A«, > ist, dass ^i Aa, = sein muss und daraus, dass flir a^/9 

1 — 1 



haß = 



n 



h„„ = — 



1 



'aa 



2(n + l) 



ist, da ja auf jeden Fall 



1 



ist. Also ist für a^ ß 



— Ke ^ ^ A«« 



2:.(xJ^^-arP0' = 1. 



Wir haben also n + l Punkte p^ so zu bestimmen, dass jede der 
Entfernungen p^Pß = 1 wird. Für » = 2 hätten wir drei Punkte in einer 
Ebene so zu bestimmen, dass die Entfernung je zweier gleich 1 ist Wir 
erhalten so die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlänge 
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Eids. Für h = 3 erhalten wir die 4 Eckpunkte eines regulären Tetraeders 
mit der Kautenlänge Eins. Die Coordinaten der n+l Punkte im allgemeinen 
Fall kann man nun so bestimmen. Wir setzen 

- i/U ' „ i/IXI « i/ ~ ~i 

^^""'2.1.2' ^^""1^2.2.3' •••' ^» *~ r 2.fl(lI + l)• 
Dann werden die Coordinaten der n+l Punkte p^ 

p, : . . . 
P2 : 2ei . . . 
Pz : ^1 3^ . . . 
p^ : ßi e^i 4^3 ... 



P«n : ^1 ^2 ^3 . . . (ii+l)e«. 
Dass man durch diese Annahme allen Bedingungen genügt, kann man durch 
den Schluss von n auf n + l leicht beweisen, und es folgt also, dass der 

gesuchte Halbmesser K = y ^ r 2r -n"^ ^^^* 

Wir wollen uns nun von der beschränkenden Voraussetzung über die 
Lage der einzelnen Punkte der zu betrachtenden Punktsysteme frei machen. 
Es habe also ein Punktsystem mit dem Durchmesser Eins eine solche 
specielle Lage, wie wir sie ausgeschlossen hatten. Die zu diesem System 
gehörende kleinste es einschliessende Kugel habe den Halbmesser /{g. Nun 
kann man durch beliebig kleine Aenderungen der Coordinaten erreichen, 
dass die Punkte unseres Systems eine allgemeine Lage haben. Dadurch 
möge Roin Ru+^ übergehen. Dann kann man cT beliebig klein annehmen. 
Es wird nun aber 

Da J beliebig klein werden kann und weder ß,, noch y ^* von d ab- 
hängen, so folgt 



^0 ^ f 2(nA 



(n + l) 

Also gelten bei specieller Lage der Punkte dieselben Schlüsse wie 
bei allgemeiner und die gemachte Beschränkung kann fallen gelassen 
werden. 

Wir können aber unser Resultat noch mehr verallgemeinern. Es 
seien im Gebiete der n Grössen a;i,...,a?. irgend welche Stellen definirt 
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Es können auch unendlich viele sein, jedoch so, dass, wenn x\^...^x^, 
a?'/, . . . , 0?!' irgend zwei der definirten Stellen sind, 

1 

ist. Wenn nun € eine beliebig kleine positive Grösse ist, so kann man 
immer eine endliche Anzahl, etwa ^ Stellen x\''\ . . ., 05^**^ (a = 1, ..., ,u) 

n 

finden, sodass 1) ^, (xj"'^ — a?{'*^)^ ^ 1 wird und dass 2), wenn a?'i,...,a?« irgend 

eine der definirten Stellen ist, mindestens eine der Summen ^, (a?}"*^ — o?,')' 

kleiner als e^ ist. 

Nun giebt es aber immer wenigstens eine Stelle ai,...,a», sodass 

nnd also 






Nnn sei x',,...,x'„ irgend eine der definirten Stellen und es sei etwa 

i,((^^'-a;;)*<;e^ 
also anch 

dann ist 



rpi) + ^'iw+i) + *' = ( ^2ör^)-^'J = (''+*)^- 



2(» + l) 

Nun denke ich mir eine unendliche Reihe positiver Grössen e definirt, 
deren untere Grenze Null ist. Zu jeder dieser Grössen giebt es nach dem 
Vorhergehenden mindestens eine Stelle Oi,...,a., für die 

i,(a;:-aO'<(Ä + ey 

1 

ist, wenn a?',...,a:l irgend eine der definirten Stellen ist. Auf diese Weise 
wird eine unendliche Anzahl von Stellen ai,...,a„, £ im Gebiete von «+1 
Grössen definirt. Unter diesen sind unendlich viele, bei denen € der Null 
beliebig nahe kommt. Also giebt es eine Stelle, o{"\ . . ., ai% 0, sodass in be- 
liebiger Nähe von ihr beliebig viele der definirten Stellen liegen. Dann 
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mass aber sein: 

wo a?i , . . . , a?l irgend eine der definirten Stellen ist. Drücken wir dieses 
Resultat geometrisch aus, so haben wir den Satz: 

Nennt man Durchmesser irgend eines geometrischen Gebildes die 
Entfernung zweier Punkte des Gebildes, die nicht kleiner ist als die Ent- 
fernung irgend zweier anderen Punkte des Gebildes, so ist der Halbmesser 
der kleinsten (jn—l) dimensionalen Kugel, in die man jedes Gebilde der 
n-ten Dimension mit dem Durchmesser Eins hineinlegen kann, gleich 

]'^7~-rY\' Dieser Halbmesser ist gleich dem Halbmesser der einem 

regulären System von n+l Punkten, von denen jeder von jedem anderen 
die Entfernung Eins hat, umschriebenen Kugel. 

Da sich \^f— t\ für beliebig grosses n dem Werthe ^^ beliebig 

nähert, so können wir schliessen, der Halbmesser der kleinsten Kugel, in 
die man jedes Gebilde vom Durchmesser Eins hineinlegen kann, ist T^. 



34* 
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lieber die Verallgemeinerung eines Weierstrassschen 

Satzes. 

(Von Herrn Alfred Loewy in Freiburg i. B.) 



Der bekannte Weierstrass&che Satz*) über die Determinante einer 
Schar reeller quadratischer Formen, welche eine definite quadratische Form 
enthält, ist von Christo ff^el**) auf Hermile^che Formen ausgedehnt worden. 
Der sich so ergebende Weierstrass- Christo ff^eUche Satz lautet: 

51) Die Determinante der Schar Her mit escher Formen fiH-^Ly wobei 
H eine deßnite Hermitesche Form***) sein soll, hat nur reelle 
Elementartheiter mit den Exponenten 1, 

Dieser Satz kann jedoch aus einem allgemein für bilineare Formen 
mit beliebigen Coefficienten gültigen Theoreme als Specialfall entnommen 
werden. Dieser allgemeine Satz ist der folgende: 

21') Die Determinante der Formenschar ^Jß+iD, wo unter ^ eine beliebige 
bilineare Form von nicht verschwindender Determinante, für welche 

nur eine der zwei Hermiteschen Formen 5ß+^' oder . - definit 



*) Weierstrass, Monatsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, Jahrg. 
1858, 1868 und 1879. 

**) Christoffel, dieses Journal, Bd. 63, S. 252—272. 

***) Ist ^ irgend eine bilineare Form, so sei unter ^|5' diejenige Form verstanden, 
welche aus der zu ^ conjugirten Form ^' hervorgeht, wenn man die Coefficienten von 
5ß' durch die conjugirt imaginären ersetzt. Eine Hermitesche Form H ist charakterisirt 

durch W = Ä; eine Äcrmi/esche Form ist definit, wenn sie nur Null wird, falls man die 
sämmtlichen conjugirt imaginären Variablen gleichzeitig Null setzt. 
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sein möge, zu verstehen ist, hal, falls D der Gleichung 

(1.) d^-^+ö'?-^ = 

genügt, und die Determinante von $+0 von Null verschieden ist, 
nur reelle Etementartheiler mit den Exponenten 1; i ist dabei im 
Obigen die imaginäre Einheit. 
Dass ^) in ^') enthalten ist, ersieht man sofort; denn sei $ im be- 
sonderen eine definite Hermite&che Form H, so wird ^ + ^' = 2Ä^ sicher 
definit und die Gleichung (1.) redncirt sich, da $ eine ^ermtfesche Form 

ist, auf £l+0' = 0; jede Form O, für welche O = — O' ist, hat die Eigen- 
schaft, dass iOi eine HermiteBche f^rm ist; mithin kann fttr tO jede Hermite- 
sehe Form L gesetzt werden; jedoch muss zunächst die Determinante von 
H—Li von Null verschieden sein. Von dieser Voraussetzung aber kann 
man sich sofort frei machen; denn, wenn etwa H—Li eine verschwindende 
Determinante hat, so betrachte man statt der Formenschar /iH+L die 
Formenschar lH+(aH+L)j wo k ein variabler Parameter ist und a eine 
reelle Grösse bedeutet, die so zu bestimmen ist, dass die Determinante von 
H(l—ai)'-iL nicht verschwindet. Jedem Elementartheiler (ja —/iiy' von fiH+L 
entspricht dann nämlich ein Elementartheiler (k — xy^ von IH-^-aH-^-L, wobei 
fi^^X^^a ist; also fi^ und A^ sind gleichzeitig reell oder imaginär. Die 
Bestimmung einer reellen Grösse «, dass |Ä(1— ai)— «^| von Null ver- 
schieden wird, ist, da die Determinante von /iH—iL nur für eine endliche 
Anzahl von Werthen des ^u verschwindet, stets möglich. 
Zum Beweise von Sl') setze ich in ^^+fD für 

_ Q—ev* . 
^ - Q + ef**^ 

dabei seien e die Exponentielle, (p eine beliebige reelle Grösse, i die imaginäre 
Einheit und q ein Parameter; dann wird 

Setzt man 

(2.) ^ = 6n?+£ir-(^-n),*) 

so entspricht jedem Elementartheiler {fi—fx^' der Determinante von ^^+f£l 
ein mit demselben Exponenten e^ behafteter Elementartheiler (p—pO" der 



*) Bei der Bildung von (^ + Q)~^ ist von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, 
dass $+^ eine nicht verschwindende Determinante hat. 



260 Loewfft ^f^^f ^i^ Verallgemeinerung eines Weiersirassschen Satzes. 

Determinante von (fE—A; hierbei ist 

Sind ^1 und (j^ die zu /lii und q^ conjugirt imaginären Grössen, so bedingen 
sich die zwei Gleichungen fi^ = fi^ und p^ • p^ = 1 gegenseitig. 

Die Frage nach den Eleraentartheilern von qE—A ist aber leicht 
zu entscheiden. Sieht man ^ als Form mit conjugirt imaginären Variabein 
an, so sind alle Substitutionen, welche in Verbindung mit ihren conjugirt 
imaginären, die Form $ß in sich transformiren, von der Form (2.). Dabei 
muss £l der Gleichung (1.) genügen*); dann gilt nämlich die symbolische 
Gleichung 

Ä"^A = $ß; 
hieraus folgt 

Ä$'A = $ß'; 
daher ergeben sich die zwei Gleichungen: 

A führt also auch stets die zwei Äernti/eschen Formen $ß + 5ß' und ^ . 

in sich über; ist nun eine dieser zwei ^erfiti76schen Formen definit, so kann 
die charakteristische Function von A^ d. h. die Determinante von qE--A 
nur Elementartheiler, welche für Grössen vom absoluten Betrage 1 ver- 
schwinden und die Exponenten 1 haben, besitzen**). Es ist also in diesem 

Falle ^1 = 1, und aus (>iPi = l folgt fx^^fx^\ hiermit ist der Satz 31') 
erwiesen. 

Nach meinen früheren Untersuchungen erscheint der Satz Ä) als 
erstes Glied einer ganzen Kette von Sätzen; etwas Analoges gilt für Ä'). 
Man findet das jetzt herzuleitende Theorem, indem man bei dem obigen 
Beweis den Satz II meiner diesjährigen Note in den Göttinger Nachrichten***) 



*) A. Loewy, Math. Annalen, Bd. 50, S. 559 u. 560 sowie Nova Acta Leopoldina, 
Bd. 71, S. 386. 

*) Vergleiche die eben citirten Arbeiten, S. 564 bez. S. 390, 391. 

Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen (1900), Heft 3. 
In dem vorliegenden Aufsatze ist auch in Ergänzung zu den dortigen Betrachtungen die völlige 
Herleitung von Satz I aus II gegeben. Mit einer Verallgemeinerung des dortigen Satzes I 
habe ich mich auch weitergehend in diesem Journal Bd. 122 beschäftigt. 
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berücksichtigt und voraussetzt, dass die Determinante von ^ von Null 

verschieden bleibe, aber nicht mehr 5ß+^' oder . definit sei, sondern 

nur eine der zwei angegebenen Hermiteschen Formen nicht verschwindende 
Determinante habe und diese Form von nicht verschwindender Determinante 
die Charakteristik 9' besitze*). Die Verallgemeinerung von 21') lautet dann: 

äV) Ist $ß irgend eine bilineare Form von nicht verschwindender Deter- 
minante, hat ebenso eine der zwei Hermiteschen Formen ^+^' 

öder -- -. -^ eine nicht verschwindende Determinante und bezeichnet 

man die Charakteristik dieser Hermiteschen Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit q\ so genügen die Elementartheiler- 
exponenten der Determinante von /e^ + iCl, wobei die Form O aus 

(1.) 05p-^+ä'ip'-^ = o 

bestimmt und die Determinante von £l+$ ^on Null verschieden sein 
soll, der Ungleichheit 

2s ist die Summe der Exponenten aller Elementar Iheiler, die für einen 
imaginären Werth des /ti verschwinden; diese treten immer paarweise 
conjugirt imaginär mit gleichen Exponenten auf**)] h durchläuft in 
der obigen Summe die Exponenten aller Elementartheiler, die von 

einem reellen Wert he des fi annullirt werden; Ey^J bedeutet die 

grösste in ^ enthaltene ganze Zahl, 
Was die Lösung der Gleichung (1.) betrifft, so kann dieselbe analog 

- 35 — ^' 

*) Es können sehr wohl die Determinanten von $+$' und — : — gleichzeitig 

verschwinden, ohne dass die Determinante von $ Null wird. Dass die Determinante 
einer der zwei angegebenen Äerffit/eschen Formen nicht verschwinden soll, ist also eine 
Voraussetzung. 

**) Zu jedem Elementartheiler (p— (j^» von ipE — i4| gehört nämlich, falls g^ nicht 

vom absoluten Betrage 1 ist, ein zugehöriger Elementartheiler f p— J ; zwei Werthen Q^ und 

1 ^' 

-- entsprechen aber infolge der im Texte mit (3.) nummerirten Gleichung conjugirt 

imaginäre Werthe /u^ und /ic^. 
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behandelt werden, wie Herr Voss*) in seinen Untersachnngen „üeber die 
cogredienten Transformationen einer bilinearen Form in sich selbst^ mit der 
Gleichung TS+T'S' = verfährt Ich beschränke mich darauf, anzugeben, 
jede Lösung £i von (1.) ist von der Form: 

dabei ist f) irgend eine mit $ß'"^$ß vertauschbare Form, also 

Hiermit ist auch die Aufsuchung von Q auf das bereits gelöste Problem der 
vertauschbaren Formen reducirt. 



*) Abhandlungen der Königl. Bayerischen Akademie der Wiss., IL KL, 17. Bd., 
IL Abth. (1890). VergL § 8, 9, 10. 
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Sur les cylindres et les cönes passant par une ligne. 

(Par M. Geminiano Pirondini a Parme.) 



Jje but de ce Memoire est de montrer le parti qn'on peut tirer, dans 
r^tude des lignes, de certaines forraules qu'ont lieu lorsqu' on regarde une 
ligne gauciie placke ä la fois sur deux cylindres, ou sur un cylindre et un 
c6ne, 011 sur deux cönes. 

I. 

La ligne L est tinterseciion de deux cylindres H, H^. — Les g^n^ratrices 
de H soient paralleles k Taxe des a, celles de H^ paralleles au plan coor- 
donne y = et inclin^es de Pangle e sur Taxe des z. 

Soient: 

y/ et ^1 les sections droites des cylindres H,Hi^ plac^es respective- 
ment sur le plan a = 0, et sur un plan P passant par Taxe des y; / et li 
les lignes planes auxquelles se r^duit /., en ^talant les cylindres H, H^ sur 
un plan (transform^es planes de L); « et a les arcs des lignes L,A. 

On suppose en outre que: 

La section droite A du cylindre H est repr^sent^e par T^quation 

(1.) ^ = 9(^); 

la transform^e plane / de L, relative au cylindre H, par P^quation cart^sienne 

(2.) Ä = K^), 

ou par Pautre 

(3.) * = AC»); 

la transform^e plane /j de L, relative au cylindre H^^ par Pequation 

(4.) «i=A» 

(«, ^tant la distance des points de L du plan P). 

Journal für Mathematik Bd. CXXiri. lieft 4. 35 
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Cela po8^, il suffit de remarquer que 
pour en d^duire les formales suivantes: 

r^^ ^ _. /". [fÜ±^'\o)do]_--X(a)^co^e 

^ "^ sin« ' 

(6.) X = -■— — '.>^— ; o = / ] 1— A (ä)-ö«, 

^ ^ sin« .' I \ y 

(7.) a, = f/)(a)8in« + ;L(a)-cos6; « = / n + A"(ö)-rfa, 

(8.) Ä, = rf [ y iT-/" (^) • rf«] sin 6 +f(s) • cos 6, 

(9-) ^,[ /l-l + r'(a)rfa]-;i(a).cosf = (/)(o).sin6, 

(10.) (p[ /i^i-r(«)rf«]siiu + /^(«)-cos6 = A(«). 

Les ^quations [(5.), (6.)], [(7.)» (^0] d^finisseiit: 

r^ la sectiori droite^ du cylindre Ä; 2'^) la transformee plane /, relative 
au cylindre Äi, quand on donne respectivement: 1") les transform^es planes 
/[(2.), (3.)], ^i[(4r.)]; 2") la transformee plane dite / et la section droite ^[(1.)]. 

Les (5quations dHf^rentielles (9.), (10.) d^finissent les fonctions A((t), 
/*(«), c'est-ä-dire [ä cause des ^quations (2.), (3.)] la transformee plane / 
relative au cylindre H, quand on donne la section droite -^[(1.)] et la trans- 
formee plane /i [(4.)]. 

IL 
Applications, — Si L est une heiice sur le cylindre H et une ligne 
k courbure g^od^sique constante sur Tautre Äi, ou bien une ligne ä courbure 
g^odesique constante sur les deux cylindres, on a respectivement: 

i(a) = cotö-(7, fi(s) = a-sin(--); 

;. (a) = vW- a"^ , A (0 = « • sin ( A) . 

d'oü, par Tapplication de la premifere relation (5.): 

X = -.---sinr . -75 ) — cotö-cot6-a, 

X = . ' sin — arc sin ( — ) — cot « • iW— o^ • 

sin« La ^7/i/J 
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Ces ^quations d^finissent la section droite yi da cylindre H, et cons6- 
qaemment la ligne L. 

En faisant A(a) = dans T^quation (7.), on trouve: 

ConB^qnemment: Une ligne plane quelconque L et les lignes /i, /[, f/, ... 
auxquelles eile se reduit, en etalant sur un plan les cylindres Hy^ H\^ H[\ ... 
qui passent par L, et dont les generalrices sont paralleles ä un plan fixe, sont 
les lignes meridiennes dCune suite de surfaces de revolution applicables. 

Suivant que L est une h^lice du cylindre H[X(a) = cotO - o] ou de 
Tautre Hi[fi(s) = cotO-s], les ^quations [(5.), (7.)], [(5.), (9.)] sont remplac^es 
par les autres: 

X == - — fA. -J) —cotOcote-a, 
( Zi = ^(sinö-5)sin€ + cosöco8€-5; 

( X = '-''.^^- /lT+rXfr).rfa-cot6.;i(a) 
(12.) i '"\*' 

Les ^quations (11.) d^montrent que si (p est une fonetion enti^re de 
o du deuxiöme degr^, /i est une pareille fonetion de 5; et vice versa. Les 

TL 

mßmes ^quations (ll.)> quand « = 9? d^montrent que si tp est de la forme 

a 

ae"', /i est une fonetion de s d'une forme analogue; et vice versa. 
On a donc la propri^t^: 

c . , ww ww , I. I ( Orientes d'une facon arbitraire 

Soient //, Hy deux cylindres \ . , , 9 ^^ coupant 

\ ä generalrices orthogonales 

le long de la ligne L, helice de H^. Si H a pour section droite une \ ^ 

\ tractrice 

dont \ , est perpendiculaire aux generalrices de H^ , ce cylindre H^ dans 

{ l asymptote 

le developpement sur un plan, reduit L ä une { .Et vice versa. 

[ tractrice 

TZ 

Pour s = - \si premiere ^quation (12.) donne: 

X = cot Of\'l+Y'(ö) • da, 

d'oü la propri^t^: 

35* 
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Le plan d*une ligne plane quelconque l peut elre plie sur une infinite 
de cylindres H, H\ H'\... de fa^on, ä reduire la ligne l ä une helice dTune 
infinite d^autres cylindres H^ H\ , ^1\ . . . dont les generatrices sont orthogonales 
ä Celles des autres. Les sections droites A, A\ yt*\ . . , des cylindres H^ H\ ff\ . . . 
sont les lignes meridiennes d^une suite de surfaces de rSvolution applicables. 

III. 

La ligne L est rintersection d^ua cylindre H et d'un cone K. 

En conservant le cylindre H, nous remplagous le cylindre ff, par le 
cöne K projetant la ligne L de Torigine des axes. En d^signant par q 
le rayon vecteur sur le plan a = et par R le rayon vecteur de l'espace, 
on d^finit la section droite A du cylindre H et la transform^e plane C de 
la ligne L relative au cöne K par les 6quations 

(13.) P = y(a); (14.) ß = F(«). 

On repr^sente enfin par l'^quation cart^sienne 

(15.) *(a:o,aü) = 

la ligne m^ridienne Lo de la surface jS engendr^e par la rotation de la 
courbe L autour de la droite men^e par le sommet du cöne K parall^lement 
ä la direction des generatrices du cylindre H (axe des z). 

Si Ton remarqne que: 

R' =z (ji^ -}- z^'^ ds^ = do'+ ds^] Xij = p, «„ = «, 

on parvient aux relations suivantes: 



(16.) 



(17.) 



(18.) 



(19.) 



I p = VF^"(»)-r(«); o = yVi-Aörf«,- 

xli- zl = F [ y Vi + i'-' (a)da] ; a,, = ^ (o) 
\ xt,+zf, = F\8); «.. = /■(»), 

[ R = ^^(ä)+V{o) • » = /V 1 +1" (ö) da, 

\ R = i<p'[/}'i-r^)ds]+r(sy, 

\x„ = (f(o)- z„ = X(o), 

\x„ = (p [/yi-ris)ds] ; z„ = /'(«); 
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(20.) F'[fflTi^a)da] - i.\a) = cp^a), 

(21.) <p'[ßi:^r^)ds] + r(s) = F\s). 

(22.) * { |/f ' [ ffl^ '»F(&) do] - 1' (a) , k (o)} = 0, 

(23.) ^[}'F^(^nJ), /(«)] = 0. 

(24.) <P[]'W-liXa), ;i(o)] = 0; 8= fn'+]^)da, 

(25.) *[>/äW^), /^«] = 0. 

Les ^quations [(16.), (17.)], [(18.), (19.)] d^finissent: 

1'^ la section droite A du cylindre H^ et la ligne m^ridienne L», de 
la ßurface de r^volution S; 2") la transform^e plane C relative au c6ne Äf, 
et la ligne m^ridienne dite Li„ quand on donne respectivement: 1'^ les trans- 
form^es planes / [(2.), (3.)], C[(14.)]; 2") la transform^e plane dite / et la 
section droite y/[(13.)]. 

Les 6quations diff^rentielles (20.), (21.), (22.) et T^quation finie (23.) 
d^finissent respectivement A(a), ^(*), ^((t), /"(«). Cela [ä cause des ^quations 
(2.), (3.)] condnit ä la d^terraination de la transform^e plane / relative au 
cylindre Ä, quand on donne: 

La transform^e plane C [(14.)] et la section droite A [(13.)], dans le 
cas des ^quations (20.), (21.). 

La transform^e plane dite C et la ligne m^ridienne L», de S [(15.)], 
dans le cas des ^quations (22.), (23.). 

Les ^quations (24.), (25.) definissent la transform^e plane C relative 
au c6ne K^ quand on donne la ligne m^ridienne L», de S [(15.)] et la trans- 
form^e plane / [(2.), (3.)]. 

IV. 

Applications. 

La surface de r^volution S choisie d'une fagon arbitraire, ä chaque 
fonction F{s) correspond une forme d^terrain^e pour A(o), ou f{s) [^quations 
(22.), (23.)], et cons^quemment pour p [^quations (16.)]. 

II suit qu' on peut porter une ligne plane arbitraire sur une surface 
de refDolution donnee, en pliant son plan d^une faQon arbitraire, sur la surface 
^dun cdne convenable, ayant le sommet ä un point fixe de taxe. 

En particulier: Sur une surface de reoolution arbitraire on peut tracer 
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vne infinite de lignes, som la condition delre des helices ou des geodesiques 
de cönes, ayant les sommets ä vn point quelconque de faxe. 

Si, au Heu de la surface g^n^rale S, od a la Sphäre dont la ligne 
m^ridienne est le cercle 

r^quation (23.) donne: 

Cela d^montre, par exemple, que si la Irans formee plane C d^une ligne 
spherique L, par rapport au cöne K, est la courbe 

(26.) R = ims'^-2nsVpy 

la transformee plane l relative au cylindre H est une cycloide. Et eice versa. 
En particulier: La transformee plane l, relative au cylindre H, (tune hilice 
conique ou cCune giodesique conique tracee sur une sphdre, est une cycloide etc. etc. 
Si L est une helice du cylindre H, on a: 

l(o) = cotÖ-a+A 
et les ^quations (16.), (17.) d^montrent que: Quand la transformee plane C 
de L relative au cöne K est la courbe generale 

R = F(0, 
la section droite du cylindre H est 

et la surface de revolution S a pour miridienne la ligne: 

La condition que la surface de revolution S est du deuxi^me ordre 
^quivaut ä Tautre que la transformee plane C de L relative au c6ne K est 
une ligne de la famille (26.) [comprenant, en particulier, la spirale logarith- 
mique (n^ = m/?), la d^veloppante de cercle (m = 0), repicycloYde (m <C 0), 
riiypocycloide (m >> 1), etc.] 

Dans ce cas la section droite A da cylindre H est la courbe 

sin ö sine/ ^^ ^' 

appartenant ä la mime famille que la transformee plane C, et la ligne me- 
ridienne de S est la conique: 

2 __ m— cos'ö 2 , 2(r<cosö — wiÄ) k(mk — 2ncos0) 
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Voici des cas particuliers remarquables; 

A) Pour m = cos^t, n = p = 0, k =^ --h, on a les formnies relatives ä 
Chdice cylindroconique.*) 

B) Pour m = 0, la transformee plane C de Vhelice L relatwe au cöne 
K est une deceloppanle de cercle, la section droite A du cylindre H une epi- 
cyclotde, la surface de rieolution S une sphere. 

C) Pour m = cos^ö, la section droite du cylindre H est une deve- 
toppante de cercle, la surface de retolulion S est un parabolo'ide etc. etc. 

On vent determiner la ligne L sous la condition d^avoir des courbures 

giodesiques constanles — , - sur le cylindre H et le cöne K. On doit avoir 

D'aillenrs la transformee plane C doit 6tre un cercle de rayon a plac6 d'une 
fagon arbitraire par rapport au pole. Si donc on part de la formule 



r = 



~ds) ds' 



i-(w) -« 

exprimant le rayon de courbure r d'une ligne plane C en fonction du rayon 
vecteur R, et que Ton y suppose r =^ a^ Tint^gration donne : 

c et k etant deux constantes arbitraires. 

II suit [en vertu de la premi^re ^quation (16.)] que: 

Pour avoir la ligne demandee L, il suffit de plier le plan dun cercle 

de rayon m sur le cylindre H dont la section droite A est la courbe 



1/ I m-arcsinf— j + 

= 1^ aH2aVa(a-2*).sin — '"- - 

Cas particulier. — Pour m = a la section droite A se r^duit ä la ligne 



- \ + 2a(a^k)-m' 



(f = \'o' + 2 l'a(a-2*)[a.cosQ+ )■ a^-a^ sin (^)] + a{a-2k). 

La surface de r^volution S est du quatri^me ordre, r^ductible ä une 
Sphäre qnand cos(-) = 0. 



*) Sur les trajectoires isogonales des generatrices d'une surface developpable, § 1. 
— Ce Journal, Bd. 118, annee 1897. 
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V. 

La ligue L est l'intersectiou de deux coues K, Ä',. 

An cylindre H et au cone Ä' du § III, on ajoute ici Tautre c6ne Ä', 
passant par la ligne L et ayant le sommet 0, sur Taxe des s ä la distance 
A du sommet de K (origine). 

Que Ton d^signe par C, C^ les transform^es planes de L par rapport 
aux cönes K, ^,, en repr^sentant la derni^re par T^quation 
(27.) R, = h\(s). 

Toute autre notation du § III est conserv^e. 

Si apr^s cela on reraarque que Ton a: 

R, = yJV -'Ihz+h' ; R' = (f'+z", ds^ = do'+dz'; x,, = p, »u = «, 
on arrive aux ^galit^s suivantes: 



(28.) 






^..+»,1 = '' w; *<» = ■ — öl • 



(29.) fl, = VF\s)-2hl(o)+h'; 8 =/]'l + k'Xo) da. 

(30.) R, = VFXs)-2hf(s) + k'- 

(31.) . * { yF^O-f^W-f-p:^', .^'«-^i(*)±^ } = 0. 

Les ^quations (28.) d^finissent la transform^e plane / relative au 
cylindre H, la section droite ^ de H, et la ligue ra^ridienne L,) de la sur- 
face S, quand on donne les transform^es planes C[(14.)], Ci [(27.)]. 

Les ^quations (29.), (30.) d^finissent la transform^e plane Ci relative 
au cOne Ä,, quand on donne les transform^es planes C[(14)], /[(2.), (3.)} 

Quant ä la section droite yl du cylindre /^ et ä la ligne m^ridienne L^ de 
ta surface S, elles sont 6videmment d^finies par les ^quations (16.), (17.) du §111. 

L'equation finie (31.), r^solue par rapport ä Fi(«), d^finit la trans- 
form^e plane C, relative au cone K^^ quand on donne la ligne m^ridienne 
L,) de la surface S[(15.)] et la transform^e plane C [(14.)]. 

VI. 

Applications. 

En ayant recours ä T^quation (25.) et ensuite ä T^quation^ (30.), 
on trouve que: Pour une ligne quelconque L tracee sur la surface de revoluüon 
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du denxi^me ordre S, dont la Hgne meridienne est la coniquc 

(32.) xl = azl+2bz,+ c, 

onl Heu les formules: 



(33.) R, = ]\i + a)f\s) + 2(ib-h)r(s) + h'+c 

Si Ton sappose ici /"(«) = co8 Ö.«, et si Ton se rappelle en outre ce 
qa'on a dit au § IV ä propos de la natnre des lignes de la famille (26.), 
on parvient au tb^or^me: 

Quand la Hgne L est placee: 

t^) 8ur une sphere, T) sur un elHpsoide de recolulion aplati, 3^) sur 
un hyperboloide de recolulion ä une ou ä deux nappes, sous la condilion d^elre 
une helice d\n cylindre dont les generatrices sont paralleles ä Caxe^ tout cöne 
passanl par l'helice et ayant le sommet ä un point quelconque de faxe [le 
cenlre excepte, dans le cas fj], dans fetalement sur un plan, reduit cette 
helice respeclivement: fj ä une deceloppanle de cercle, T) ä une epicyclo'idey 

3*9 ä une hypocyclo'ide (ä condilion qu^il soit, dans ce cas, lang <i]'aj. 

Qiie la surface de revolution 5 ne soit pas une sphere. 

Dans ce cas 1+a n'est pas z^ro, et il peut se faire que les fonctions 
Rif(s) soient li^es entre elles par une relation lin^aire. La condition ä 
y^rifier est que la fonction soumise au signe radical, dans T^quation (33.), 
est un carr^. 

II suffit donc de prendre: 

(34.) h = -^±ßi_+MlEF) , 

a 

quand a ^ 0, et 

(35.) A = "2^ , 

quand o = 0. 

Si Ton d^signe par fii et R\ les valeurs de R^ qu'on d^duit de 
r^galit^ (33.), en correspondance des deux valeurs (34.) de A, on d^duit: 

Les relations 



(36.) 



R^ = yi+a-f(8) + 



byi + a-^b'—ac 



R\ = ^JVa-Ki) + *J^i±^+-!^-"-^ , 



a 
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et consiJquemment [si /i, = F(«)]: 

(37.) R[^F(s) + ^^^' . 

quand o^O, l + a>>0, b^—ac>0. 
La relation unique: 



(38.) Ä, = ,^i + a7>)+-^|,^-, 

quand o <: 0, 1+ö>0, fe'-ac = 0. 
La relation unique: 

(39.) Ä. = /(*) + -gt^ , 

quand a = 0. 

Or, si Ton remarque que (lorsque a ^ 0) la surface de r^volution 
consid^r^e S est: 1") un ellipsoide, quand a<;0, 6^— ac>0; 2") un hyper- 
boloide k deux nappes, quand a>>0, 6'— ac>0; 3*^ un hyperboloTfde k 
une nappe, quand o >> 0, 6^— ac<C 0; 4") un cöne, quand a > 0, 6^— ac = 0; 
et que (en correspondance de ces cas) ä a: T^ deux valeurs reelles, quand 
ö > — 1; 2") deux valeurs reelles, dans tout cas; 3") deux valeurs imaginaires; 
4") une valeur reelle, on parvient au th^or^me: 

Sur faxe d'un ellipsoide de recolution allonge et d'un hyperboloide de 
revolttlion ä deux nappes il y a deux poinls W^^ Wi (et deux seulement) 
atfant la propriele caracleristique que, si ton projette de ceux^ci une ligne 
quelconque L tracee sur la sur face y les quantiles ss^'fO), Ri et R[ relatives 
ä Celle ligne, sont liees entre elles par les relalions lineaires (36.), (37.). 

Dans le cas du paraboloide, ou du cöne de r^volution, les points 
W^y Wl coiucident et les quantit^s z = f(s)y R^ sont li^es respectivement 
par la relation lin^aire (38.), ou par la (39.). 

Cas particulier. 

Les relations (36.), (37.), (38.), (39.) d^montrent que quand une des 
fonetions /"(«), ßj, R[ est Unfaire par rapport ä ä, les autres ont la m6me 
propri^te. On a ainsi les th^or^mes: 

Si sur un ellipsoide de revolution allonge, ou sur un hyperboloide de 
revolulion ä deux nappes une ligne L est une hälice dun cylindre H donl les 
generatrices sont paralleles ä faxe, eile est aussi une helice de deux cönes 
K, Kl ayanl les sommels sur faxe. 

Et si la ligne est une helice dun cöne K^ donl le sommet est sur faxe, 
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eUe est aussi une helice d'un autre cöne Kl ayant le sommel sur Faxe et d^un 
cglindre H dont les generatrices sont paralleles ä Vaxe. 

Les sommels Wi, Wl des cönes K^^ li[ sont les mimes, quelle qjte sott 
Vhelice consideree. Celle courbe coupe les generatrices des deux cönes sous 
meme angle, 

i paraboloide , 

Ol sur fi/i I , de reeolution. une Itgne est une helice d un 

\ cöne ' ^ 

cylindre dont les generatrices sont paralleles ä Vaxe^ eile est aussi une helice 

d^un cöne 

j , , ,. Et vice versa, 
du cone donne 

Une teile helice cylindro-conique ne peut pas itre une helice d^un autre cöne. 
Dans le cas du paraboloide, les inclinaisons de Vhelice sur les gene- 
ratrices du cylindre et du cöne sont egales. 

Qiie la surface de revolution S soit une sphere. 

On a ici o = — 1; si donc la transform^e plane C d'une ligne 
sph^rique qnelconque, par rapport au cöne K dont le Bommet est ä Torigine, 
est la courbe 

r^qaation (31.) donne 

(40.) Ä. = {t:± ~F\s) + '^-"^ . 

La qnantit^ soumise au signe radical est un carr^ quand 

ce qui donne 

(41.) Ä.=^*'f^-.F(,). 

Par cons^quent: Sur un diametre d^une sphäre il y a deux poinls 

tV, Wl (et deux seulement) ayant la propriete caracteristique que, si Von 

projette de ceux-ci une ligne quelconque L tracee sur la sphäre, les quantites 

R ^ F (i), /?i relatives ä cetle ligne, sont liees entre elles par la relation 

lineaire (41.) 

Gas particulier. 

Si Ton suppose que F (s) est une fonction lineaire de Tarc s, T^qua- 
tion (41.) d^montre que R^ Test aussi. 

Donc: Si une ligne spherique est une helice d^un cöne, eile est aussi 
une helice d^un autre cöne.^) 

*) Memoire cite, § 3. — Ce Journal, Bd. 1 18. 

36* 
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La ligne spherique, helice de deux cönes, fiest jamais une helice 
cylindrique, 

,Si Ton suppose qae la ligne L est une geodeaique du cöne K et une 
helice de Vautre cöne /Tj, on a 

F (s) = l^w' + ?, Fl (*) = cos ö . « + *, 
et les ^quations (28.) donnent 

« = 2f^ ; Xq + Äf, = m" + « , »,, = Ä. 

Celles -ci d^montrent: 

Im transformee plane l de L, par rapport au cylindre H, est une 
cyclo'ide. La surface S, engendree par la rotation de L autour de la droite 
joignant les sommels des deux cönes est, en generale du qualridme ordre (riductible 
ä une sphere, quand k = 0^. 

Si sur la Sphäre dont la ligne m^ridienne est le cercle 

xl + z>l = 2 6» + c, 
Oll trace une ligne L v^rifiant une des relations 

R = }-m^+s\ R = cos e-s, 
on trouve, en vertu de T^quation (40.), qu'on peut profiter de rindetermination 
de hy pour r^duire R^ respectivement h, une des formes 

R^ = cos e-s, R, = ]^nf+s\ 

II suit que: 

f geodesique , 
Si une ligne spherique est une j t ;. . rf «'w cöne, eile est ausst 

helice , 

une , , , . d un aulre cöne, 
geodesique 

VII. 

Les formules (5.), (6.), (16.) ne contiennent rien d'ind^termin^; d'ailleurs, 
quand les fonctions F(s), Fi(s) sont connues, les ^quations (28.) donnent la 
transform^e plane / et la section droite yi, ce qui condnit ä la d^tenni- 
nation de L. 

On a donc le th^or^me: Deux lignes planes donnees arbitrairement 
peuventy dans tout cos, et d'une seule maniere, etre reduiles ä une mime ligne 
de VespacCy soit en pliant leurs plans ä cylindres, suivant deux direclions 
donnees; soit en pliant le plan de l'une ä cylindre, suieant une direction donnee 
et le plan de t aulre a cöne, avec le sommet ä un point donne du plan; soit en 
pliant leurs plans a cönes, avec les sommets en deux points donnes de ces plans. 
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II suit qu'on peut d^terminer (k Taide des formales Stabiles) nne ligne 
de l'espace sons la condition d'etre, par exemple: ane h^lice d*un cylindre 
et une ligne k courbure g^od^sique constante d'un autre cylindre; une ligne 
h, courbure g^od^sique constante sur deux cylindres, sur un cylindre et un 
<56ne, sur deux cönes; une h^lice d'un cylindre et d'un c6ne, ou de deux 
c'önes etc. etc. 

On a donn^ quelques exemples dans ce qui pr^c^de. Ici, en termi- 
nant, on va aborder le problfeme g^n^ral: 

Delei miner une ligne L, interseclion de deux cylindres, ou d'*un cylindre 
et d^un cöne, ou de deux cones, sous la condition que ses courbures geodesi- 
ques sur ces surfaces, sont deux fonctions donnees ^P{s), X(s) de Varc. 

Remarquons d'abord que la ligne plane dont le rayon de courbure r 
€St une fonction donn^e de Tarc s, peut etre repr^sent^e par les ^quations 

x^a +y cos (a +fy) ds, z = b + / sin (a +J-y) ds, 

o, b, a ^tant des constantes (dont la derni^re peut etre d^termin^e par la 
condition que Torigine des arcs s est un point d^termin^ de la courbe). Or 
le rayon de courbure g^od^sique d'une ligne trac^e sur une surface d^ve- 
loppable, aprfes T^talement de celle-ci sur un plan, se r^duit au rayon de 
courbure absolue de sa transform^e plane. 
Si donc on ^crit les ^galit^s 

fis) = a +/sin [a +/ H'(s)ds] ds: f, (s) = b +/sin [ß +/X(s) ds]ds, 



F, (0 = \\m +/COS |> +/ ^Wrf«] dsY + \n +/sin [y +f V{s)ds] ds^, 



F{s) = 1^1;; +/C08 [d +/X (s)ds] ds\' + \q +/sin [J +/X(^s) ds] ds\\ 

(a, b, m, n, p, q, a, /?, y, J ^tant des constantes) on voit que , pour r^soudre 
le Probleme propos^, il suffit de remplacer les fonctions /"(«), /i(«), F(s), 
Fi(s) par les valeurs ci-dessus, dans les formules (6), (16.), (28.). 
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Zur Theorie der Gammafunction. 

(Von Herrn Edmund Landau in Berlin). 



Im vierten Theile der „exercices de calcal integral" beschäftigt sich 
Legendre mit zwei Problemen, welche an die drei Fnndamentalsätze ans der 
Theorie der Gammafunction 

(1.) 7'(« + l) = «/'(«), 



(2.) /•(o)/'(l-o) = --^^, 

\ ^ \ y \ y sin GTT ' 



«-1 



anknüpfen. 

Das eine Problem geht von der Bemerkung ans, dass in den Formeln 
(1.), (2.)/(3.) zugleich mit einem Argumente der Gammafunction alle übrigen 
vorkommenden Argumente rational sind. Zwischen den m — l Ausdrucken 

(4) '-O' 'ill ■ ■ ■ ' 'i~l 

WO m irgend eine ganze Zahl bezeichnet, besteht also zufolge (1.), (2.), (3.) 
eine Anzahl von Gleichungen, und Legendre wirft die Frage auf, welches 
die geringste Anzahl der aus (4.) auszuwählenden Ausdrücke ist, durch 
welche die übrigen mit Hülfe von (1.), (2.), (3.) ausdrückbar sind. Da man 
durch Logarithmirung von (1.), (2.), (3.) lineare Gleichungen fllr die 
Logarithmen der Functionswerthe erhält, so wird (in moderner Ausdrucks- 
weise) nach dem Rang einer gewissen Matrix gefragt, deren Elemente 
theils 0, theils + 1, theils — 1 sind. Der von Legendre*) durch Beobachtung 



*) 1. c, Art. 47; s. auch Legendre, traite des fonctions elliptiques et des inte- 
grales Eulerieunes, Band 2, 2'* Hälfte, Art. 118. 
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an den kleinsten Werthen von m inductiv gefundene Satz, dass die Anzahl 
der unabhängigen Grössen der Reihe (4.) gleich \cp(m) ist, ist zuerst von 
Stern') bewiesen worden. 

Der Lösung des zweiten, noch unerledigten Problemes ist das Folgende 
gewidmet. Es mögen einige vorbereitende Bemerkungen der exacten Formu- 
lirung der Aufgabe vorausgeschickt werden. Wenn es sich darum handelt 
die Function £\a) für alle reellen Argumente zu berechnen, so lehrt die 
Relation (1.), dass es genügt, sie für alle Werthe zwischen und 1 zu 
kennen; für jeden reellen Werth kann man sie nämlich durch eine endliche 
Anzahl algebraischer Operationen aus einem passend gewählten, zwischen 
und 1 gelegenen Werthe berechnen. Die Gleichung (2.) reducirt das er- 
forderliche Intervall auf (O--^) oder auch auf eine Anzahl getrennter Inter- 
valle, deren Gesammtlänge gleichfalls \ ist, z. B. (^•••|) nebst (f •••!), da 
jede Zahl zwischen und 1 entweder einer dieser beiden Strecken angehört 
oder eine solche Zahl zu 1 ergänzt. Legendre**) wirft nun die Frage auf, 
wie weit der Gavsssche Satz (3.) das Fundamentalintervall zu verkleinern 
erlaubt; unter Anwendung der dem Werthe « = 2 entsprechenden Formel 

(5.) IXa) /'(ö+i) = f^ 2^-^^'r(2fl) 

zeigt er, dass es genügt, I\a) von bis ^ zu kennen; weiter verkleinert 
er es durch Benutzung des Gaiiwschen Satzes für « = 3 

(6.) '/\a) r(a+^) /^ö + f) = 271 3^-3« r(3a) 

auf die Länge ,., nämlich auf die beiden Stücke (O"* tö)? (t«"* i^)* ^^9^^^^^ 

^iebt nun der Vermuthung Ausdruck, dass die Länge des Fundamental- 
intervalles sich unter Anwendung der GawMSchen Formel für die nächsten 
Werthe » = 5,7,...***) weiter und weiter verkleinern lässt. Er untersucht 
nicht das Mass der Verkleinerung und beweist nicht einmal die Möglichkeit 
einer beliebig oft wiederholbaren Verkleinerung, woraus natürlich die Mög- 
lichkeit der Verkleinerung unter jede beliebige Grenze noch nicht folgen würde. 



*) Dieses Journal, Iknd 67, 1867, S. 114—129. 

**) 1. c, Art. 31 — 38, s. auch Theil 2, Art. 61 — 62 und traite des fonctions ellip- 
tiques etc., Band 2, 2»« Hälfte, Art. 62—54 und 101—108. 

***) Es handelt sich nur um Primzahl werthe von w, da der GawMsche Satz 
für ii = fij.ii2 ohne Weiteres aus den beiden den Werthen n, und n, entsprechenden 
Relationen folgt. 
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Hoppe*) hat sich mit dem Problem beschäftigt, ohne jedoch seine 
Lösung wesentlich zu fördern. Zu erwähnen ist nur, dass er den Legendre- 
sehen Werth ^ schon mit Hilfe von (5.) erreicht. 

Die Frage, ob das Fundaraentalintervall nur bis zu einer von ver- 
fichiedenen Grenze oder beliebig verkleinert werden kann, ist noch offen; 
Brunei**) machte noch jüngst auf sie aufmerksam. Sie findet im Fol- 
genden ihre Beantwortung. Es wird sich ergeben, dass man das Fundamental- 
intervall beliebig verkleinern kann, und zwar merkwürdigerweise allein 
unter Benutzung des Gauss^chen Satzes für it = 2 und der Functional- 
gleichung (1.), sodass das Gefundene nicht allein für die Gammafunction gilt» 

Der zu beweisende Satz lautet in präciser Formulirung folgender- 
massen : 

Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grösse J lässt sich eine 
endliche Anzahl von Intervallen angeben^ deren Gesammtlänge <C ^ ist, derart^ 
dass der Werth der Gammafunction für jedes reelle Argument mittelst einer 
endlichen Anzahl algebraischer Operationen durch die Werthe ausdrückbar ist, 
welche die Gammafunction für eine endliche Anzahl passend gewählter Ar- 
gumente annimmt, welche diesen Intervallen angehören. 

Beweis: Die Formel (1.) reducirt die Achse des Reellen auf die 
Strecke (0 ... 1) ***). Die Formel (5.) geht, wenn a = -s- gesetzt wird, in 



2 



(7.) r(x) = |:- /■(! ) r(-l- + i.) 



über und hat die Eigenthümlichkeit, dass sie den Werth der Function für 
ein zwischen und 1 gelegenes Argument durch die Werthe ausdrückt^ 
welche zwei anderen gleichfalls zwischen und 1 gelegenen Argumenten 
entsprechen. Ein zwischen und 1 gelegenes Intervall (ct...ß)(a<iß) 
wird also auf die beiden gleichfalls zwischen und 1 gelegenen Intervalle 

("f *" 2/ ^"^ \^"^T' "'*4"^"7) zurückgeführt, deren Gesammtlänge gleich 



*) Dieses Journal Band 40, 1850, S. 152—154. 

**) Encyclopädie der mathematischen Wissenschaften, II, 1900, S. 169 — 170. 

***) (a.,,ß) bedeutet im Folgenden durchweg das Intervall (a,..ß) mit Ausschlus» 
der unteren und Einschluss der oberen Grenze. Dies geschieht mit Rücksicht darauf, 
dass ein Pol der Function ist. 
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der ursprünglichen Länge ß — a ist. Die beiden neuen Intervalle liegen 
getrennt, da ^ ^ ^-i dagegen -ö*^~ö'^ ~2 ^^^' Wenn man nun einen Theil 

der neuen Intervalle seinerseits der obigen Transformation unterwirft und 
dieses Verfahren beliebig wiederholt, so kann die Gesammtlänge der Inter- 
valle niemals wachsen, da ja stets ein Stück durch zwei andere ersetzt 
wird, die ihm zusammen an Länge gleichkommen; wohl aber kann die 
Gesammtlänge abnehmen, indem einige der entstehenden Intervalle sich 
ganz oder theil weise überdecken; z. B. ist 

(O-.-!) zurückfOhrbar auf (0-"^) und (i-|), 
also 

da das Intervall (^•••|) ganz in (^•••f) liegt. Die Länge ^ ist also auf f 
verkleinert worden. 

Wie nun nachgewiesen werden soll, kann man, von (0...1) ausgehend^ 
die successive Auswahl der weiter zu transformirenden Stücke so treffen, 
dass die schliesslich resultirenden Stücke sich in solchem Umfange 
überdecken, dass sie thatsächlich nur ein beliebig kleines Stück (<C J) der 

Strecke (0...1) ausfüllen. Auf der Strecke (O •••2^) werden so viele Inter- 
valle zur Deckung gebracht werden, dass die zwischen -^ und 1 übrig 

bleibenden Stücke nur eine Gesammtlänge < ^ haben. Dazu gelangt man 

durch folgenden 

Hülfssalz: Ein beliebiges Intervall («.../?) (0<a</?^l) lässt 

sich durch ein zwischen und ^ und endlich viele zwischen -^ und 1 ge- 

legene Stücke ersetzen, derart, dass die Gesammtlänge höchstens ß—a ist 

und dass das auf die Strecke (O-- ^ ) fallende Stück mindestens die Länge 

(/3 - a) I hat. 

Beweis: Für /? ^ o '^®S^ ("•••/^) bereits ganz auf der Strecke 
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Für ß> -^ giebt es eine kleinste Potenz 2" von 2, für welche 

ist, sodass man also hat: 

9^ ß 



2 ^^2"*-^' 
(8.) 2"'<^^i. 



Von dem betrachteten Intervall (oi...ß) ausgehend ersetze man es 
zunächst durch (f^*^) ^^^ v^''' ^»" ' 2 "^ ^) » ^*® zweite Intervall 

transformire man nicht weiter, das erstere (-| •••-§) ersetze man durch (t " 4) 

und das zugehörige andere, auf das es nicht ankommt u. s. f. Durch m-malige 

Anwendung dieses Verfahrens ist («.../?) auf (^ • • • ^) und m Intervalle 

zwischen ^ und 1 reducirt, deren genauere Lage unerheblich ist. Die 
Oesammtlänge der entstehenden m + 1 Intervalle ist höchstens gleich der 

Länge ß — a des ursprünglichen Intervalles. Das eine Stück (^ • • • -^j 
liegt zwischen und -^\ seine Länge ist wegen (8.) 

^>(/?-«)4- 

Die Gesammtlänge der oberhalb -^ übrig bleibenden Intervalle ist also 

</3-«-(/3-«)| = (/9-«)(l-i). 

Der soeben bewiesene Hülfssatz hat folgende Bedeutung. Durch die 
Zerlegung eines Intervalles in andere von möglicherweise derselben Gesammt- 
länge, deren eines der Strecke (O-ö^) angehört, ist zunächst nichts erreicht 

Wenn man nun aber von den oberhalb -^ gebliebenen Stücken eines dieser 
Verwandlung unterwirft, so entspricht ihm neben oberhalb -^ bleibenden 

Intervallen gleichfalls eines zwischen und ^. Der Nachweis, dass man 

thatsächlich auf der Strecke (O ••0^) so oft Stücke zur Deckung bringen 
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kann , dass beliebig wenig zwischen ^ and 1 bleibt, gelingt zufolge der im 

obigen Httlfssatz bewiesenen Thatsache, dass das anf die Strecke (O'-^^) 

bei der angegebenen Transformation des Intervalles (a...ß) fallende Stttck 
einen gewissen von der Lage und Länge des Intervalles unabhängigen 
Procentsatz der ursprunglichen Länge übersteigt. Hierdurch lässt sich die 

angestrebte Verkleinerung der oberhalb ^ bleibenden Strecken auf die 

Gesammtlänge ^ ^ folgendermassen ausführen: 

Man geht vom Intervall (0...1) aus, das die Länge /?— a = 1 hat; es 

ist ersetzbar durch ein zwischen und ^ liegendes Stück und r zwischen -^ 

und 1 gelegene Intervalle 3i9**.)3r) deren Gesammtlänge 

d 



Si + ••• + «.< 1-4 

ist*). Das Intervall $Ji ist ersetzbar durch ein Stück zwischen und ^ und 
«, Stücke Sii,...,Si,^ zwischen -^ und 1, deren Gesammtlänge 

ßn + - + 2u.<(l-|)Si 



ist; ...^r ist reducirbar auf ein Stück zwischen und ^ und Sr Stücke 
Sri) •••,9fr#^ zwischen "2 und 1, deren Gesammtlänge 

ist. Das Intervall (0...1) ist also abgesehen von Stücken, die auf die 
Strecke (O-'ö) fallen, auf^iH |-«r Intervalle Sn? •••»Si«,; •••; 9fri»-«*7Sr#^ 

zwischen ^ und 1 reducirt, deren Gesammtlänge (auch in dem ungünstigsten 
Fall, dass nnter ihnen keine Ueberdeckung stattfindet,) 

^Su + - + 2,.. + - + S.. + - + S.., <(l-|)S. + - + (l-4)?. 

= (l-j)(S. + - + ß.)<(l-|y 



*) Das Ergebniss dieses ersten Schrittes ist noch trivial, da die ganze Strecke 
von -^ bis 1 nur die Länge 1 — y < 1 — T '^**- 

31* 
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ist; jedes dieser Intervalle wird so weiter transformirt und so fort. Durch 
/-malige Transformation aller jedesmal zwischen ^ und 1 liegenden Stücke 

erhält man eine endliche Anzahl von Stücken, die zwischen und ^ liegen, 
deren wirkliche Gesammtlänge also <; ^ i®*? ^^^ endlich viele zwischen 
ö- und 1 gelegene Stücke, deren Gesammtlänge <(l — t) ist- l'ür hin- 
reichend grosses / ist aber 

es braucht ja nur 

log-s- 



genommen zu werden, eine (weil Zähler und Nenner negativ sind), positive 
!^ahl, die für kleine ä sehr gross ist. Die Axe des Reellen ist also auf 
Intervalle reducirt, deren Gesammtlänge <C ^ ist, womit der Satz auf S. 278 
bewiesen ist. 

Es lässt sich für die Anzahl dieser Intervalle eine obere Grenze 
Angeben. Bei jedem der / Processe multiplicirt sich die Anzahl der Inter- 
valle mit einer Zahl, die höchstens gleich der grössten der auf S. 280 mit 
m bezeichneten Zahlen plus 1 ist m hat zwar für verschiedene Intervalle 
verschiedene Werthe; diese sind aber zufolge (8.) alle 

logj 



log 2 
Die Anzahl der Intervalle ist also 





log 2 

Der wirkliche Ausdruck von r(^) durch Gammafunctionen, deren 
Argumente den Intervallen angehören, hat folgende Gestalt: das Product 

jener Gammafunctionen ist mit einer ganzzahligen Potenz von -= und mit 

einer Potenz von 2 multiplicirt, deren P]xponent eine ganze Function ersten 
Grades von x mit rationalen Coefficienten ist. 



Landau, «i/r Theorie der Gamma function. 283 

Für die complexen Argnmenten entsprechenden Werthe der Gamma- 
function bedeutet der im Vorstehenden bewiesene Satz, dass man die Ebene 
auf eine endliche Anzahl von Parallelstreifen zur Achse des Imaginären 
reduciren kann, deren Gesammtbreite beliebig klein ist. Denn die Gleichung 
{1.) drückt einen Zusammenhang zwischen zwei Fnnctionswerthen aus, für 
welche die reellen Theile der Argumente sich um 1 unterscheiden, und (7.) 
-drückt r(x) durch r(a?i) und F^Xq) aus, wo 

ist, sodass die Beweisführung wörtlich bestehen bleibt 
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lieber eine Raumcurve fünfter Ordnung. 

(Von Herrn H. E. Timerding in Strassburg.) 



* Unter den algebraischen Raumcnrven haben bisher eigentlich nur 
diejenigen der dritten und vierten Ordnung eine eingehende Untersuchung 
gefunden. Diese Curven liegen, wie bekannt, immer auf mindestens einer 
quadratischen Regelfläche, und man kann sonach, um zu ihnen zu gelangen, 
von der Geometrie auf einer solchen Regelfläche ausgehen. Diese Geometrie 
basirt darauf, dass sich jeder Punkt der Fläche durch zwei Parameter be- 
stimmen lässt, die einzeln die durch den Punkt gehenden Strahlen in den 
beiden Regelscharen der Regelfläche festlegen. Jede algebraische Curve 
auf der Fläche wird dann durch eine rationale Gleichung zwischen diesen 
beiden Parametern dargestellt, und zwar ist es fUr die Curve wesentlich, 
bis zu welchem Grade in ihrer Gleichung jeder der beiden Parameter an- 
steigt. Die Summe dieser Grade giebt die Ordnung der Raumcurve an. 
So erhält man, wenn die Gleichung für beide Parameter quadratisch oder 
für den einen linear, für den anderen vom dritten Grade ist, eine Curve 
vierter Ordnung, und diese Raumcurven zerfallen demgemäss in zwei streng 
geschiedene Species. Gleiches wird dann auch von den Raumcurven fünfter 
Ordnung gelten, sofern sie auf einer quadratischen Regelfläche liegen. Die 
Curven der einen Gattung, deren Gleichung für einen Parameter linear ist, 
sind rational, die Curven der anderen Gattung hingegen, deren Gleichung 
den einen Parameter im zweiten und den andern im dritten Grade enthält, 
sind hyperelliptische Curven, und scheinen deswegen ein besonderes Interesse 
zu verdienen. Will man nun näher auf ihre Eigenschaften eingehen, so 
kann man versuchen, die Gleichung, durch welche sie auf der quadratischen 
Regelfläche dargestellt werden, ebenso auszubeuten, wie man es mit der 
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Gleichung einer ebenen algebraischen Curve thut. Es erweist sich aber 
doch als erspriesslicher, wenn man von einer geometrischen Erzengang 
dieser Curven aasgeht, die ein besonderer Fall der von Heese angegebenen 
Erzeugung einer Raumcurve sechster Ordnung ist und sofort zu der Be- 
ziehung der Raumcurve auf eine ebene Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte führt. 

§1. 

Die Erzeu^ng der Raumcurye fünfter Ordnung und ihre Beziehung zu einer ebenen Curve vierter 

Ordnung mit einem Doppelpunkte. 

Eine Fläche zweiter Ordnung wird von einem beliebigen Ebenen- 
paare in zwei Kegelschnitten getroffen, und es giebt zwei Kegel^ die durch 
diese beiden Kegelschnitte gleichzeitig hindurchgehen. Die Spitzen dieser 
Kegel liegen auf der geraden Linie, welche für die Fläche zweiter Ordnung 
der Schnittlinie des Ebenenpaares als reciproke Polare zugeordnet ist, und 
die Spitzen der beiden Kegel sind selbst conjugirte Punkte für die Fläche 
zweiter Ordnung, während sie gleichzeitig durch das Ebenenpaar harmonisch 
getrennt werden. 

Lässt man nun die Fläche zweiter Ordnung innerhalb eines Büschels 
von solchen Flächen variiren, so bewegt sich jenes Paar von Kegelspitzen 
auf einer Raumcurve, während ihre Verbindungslinie die eine Regelschaar 
einer quadratischen Regelfläche durchläuft. Ist 

(1.) y + i?V^ = 0, 

indem 77 einen veränderlichen Parameter bezeichnet, die Gleichung einer 
Fläche des Büschels, so muss der Kegel, der zwei durch die Gleichungen 

p = und g = 
dargestellte Ebenen in denselben Kegelschnitten trifft wie die Fläche (1.), 
-eine Gleichung von folgender Form haben: 

(2.) (p+ny^-\'(fpq = ^• 

Er gehört zu einem besonderen Bündel von Flächen zweiter Ordnung, das 
durch das Flächenbüschel und das Ebenenpaar bestimmt ist. Für die Spitze 
des Kegels verschwinden die Ableitungen der linken Seite seiner Gleichung 
nach jeder beliebigen linearen Function der Punktcoordinaten, also ist u. a. 



(3.) 
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und indem man mit r und s zwei weitere lineare Functionen bezeichnet^ 
die als unabhängig von p und q angesehen werden, wird ferner 

, . . or ' dr ^ 

(4.) 

ds ^ '' ds 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

^ '^ ör ds ds dr 

Dies ist eine Gleichung zweiten Grades für die Punktcoordinaten und stellt 
die quadratische Regelfläche dar, auf welcher die Curve der Kegelspitzen 
liegt. Man hätte sie ebenso auch aus den beiden Gleichungen 






(6.) 



or OS 

dr ds 



durch Elimination von | erhalten können. Die erste dieser beiden neuen 
Gleichungen stellt aber die Polare eines Panktes auf der Schnittlinie der 
Ebenen p = und ^ = fllr die Fläche y = dar und die zweite Gleichung 
die Polare desselben Punktes für die Fläche V^ = 0; die Polare für die 
Fläche 9)+i7V^ = ist damit gegeben durch 

(7.) |?4l|f + ,|? + l,|f-0. 

Die reciproke Polare der Schnittlinie für diese Fläche ist sonach durch die 
Gleichungen (4.) dargestellt, sie bewegt sich auf der Regelfläche (5.), wenn 
man die Fläche (1.) das Büschel beschreiben, also die Grösse 77 in ihrer 
Gleichung alle möglichen Werthe durchlaufen lässt. 

Die Grössen ^ und 77 kann man als Coordinaten auf der quadratischen 
Regelfläche ansehen. Sie legen jede einen Strahl in einer der beiden Regel- 
scharen auf der Fläche fest. Aus den Gleichungen (4.) und (6.) folgt 

Damit werden alle linearen Functionen der Punktcoordinaten, also insbesondere 
die Derivirten von (p und xp nach p und 9, wie p und q selbst, sofern sie 
sich auf Punkte der Fläche (5.) beziehen, bilineare Functionen von ^ und 17. 
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Die Gleichung 

die sich durch Elimination von q aus den Gleichungen (3.) ergiebt, verwandelt 
sich so in eine Gleichung fünften Grades für die Grössen S und 77, in der 
aber S nur bis zum zweiten, tj nur bis zum dritten Grade vorkommt. In 
dieser Form wird durch sie die Curve der Kegelspitzen auf der quadratischen 
Regelfläche^ dargestellt. Diese Curve ist, wie man hieraus sieht, eine Raum- 
curve fünfter Ordnung, welche die Strahlen der einen Regelschar auf der 
Fläche in zwei, die Strahlen der andern Regelschar in drei Punkten trifft 
Das Punktepaar der Curve auf einem Strahle der ersteren Schar hat, wie 
wir zu Anfang sahen, die Eigenschaft, dass seine Verbindungsstrecke durch 
die Ebenen des Ebenenpaares immer harmonisch getheilt wird. Wir wollen 
diese Strahlen als Hauptsehnen der Raumcurve bezeichnen. 

Wird eine Hauptsehne zur Tangente der Curve, so muss demnach 
der Berührungspunkt in einer Ebene des Ebenenpaares liegen. Die Schnitt- 
linie des Ebenenpaares trifft aber selbst die Raumcurve in zwei Punkten, 
den Schnittpunkten dieser Linie mit der quadratischen Regelfläche, denn für 
p = und ^ = ist die Gleichung (8.) erfüllt. Also hat jede der beiden 
Ebenen ausserhalb ihrer Schnittlinie nur je drei Punkte mit der Raumcurve 
gemein, und in diesen sechs Hauptpunkten wird die Curve von einem Strahle 
der Regelfläche berührt, der ausserdem keinen Punkt von ihr enthält 

Fassen wir die beiden projectiven Kegelschnittbüschel ins Auge, in 
denen das Flächenbüschel 9)+i7V/ = die Ebenen p == und 9 = schneidet, 
so ist sofort klar, dass jedes der Linienpaare, die in einem dieser Kegel- 
schnittbüschel enthalten sind, zwei Seitenlinien eines Kegels bildet, der 
ausserdem durch die dem Linienpaare entsprechende Curve des anderen 
Kegelschnittbüschels hindurchgeht Deshalb muss der Schnittpunkt des 
Linienpaares auf der Curve der Kegelspitzen liegen, und die nicht gemeinsamen 
Schnittpunkte der beiden Ebenen p = und q — mit derselben, d. h. die 
Hauptpunkte der Curve, bilden die gemeinsamen Poldreiecke der Kegel- 
schnittbüschel in den beiden Ebenen. 

Ferner erkennt man leicht, dass die beiden Punkte der Raumcurve 
auf der Schnittlinie der Ebenen p = und ^ = conjugirt sind bezüglich 
aller Flächen des Büschels (p + tiyj = 0. In der That wird durch die 
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Gleichung 



dr 



die Polarebene des Punktes, für den p,q,s=^0 werden, bezüglich der Fläche 
(p+Tjxp = dargestellt, und analog liefert 

ds 

die Polare des Punktes, für denp, 9, r = werden, bezüglich derselben 
Fläche. Da diese zwei Gleichungen aber für die beiden Curvenpunkte auf 
der Schnittlinie der Ebenen p = und 9 = erfüllt sind, so liegt jeder 
dieser Punkte auf der Polare des anderen für jede beliebige Fläche des 
Büschels, w. z. b. w. 

Es ist andererseits nicht schwer zu sehen, dass sich jede Gleichung 

(8'.) Uf+2V§+W = 0, 

in der ü, F, W Functionen dritten Grades von 17 bezeichnen, auf die Form 
(8.) bringen lässt, indem man sich in diese Gleichung die Grössen § und 17 
eingeführt denkt, dass somit jede Curve fünfter Ordnung auf einer quadra- 
tischen Regelfläche, welche die Strahlen der einen Regelschar in zwei, die 
der anderen in drei Punkten trifft, sich als eine solche Kegelspitzencurve 
ansehen lässt. Die sechs Hauptpunkte bestimmen sich aus der Gleichung 
sechsten Grades 

(9.) V'-ÜW^O, 

dieselbe liefert die Strahlen der einen Regelschar, welche die Curve in diesen 
sechs Hauptpunkten berühren. Da die sechs Wurzeln dieser Gleichung aber 
alle gleichberechtigt sind, so zeigt sich: Wie man auch die sechs Haupt- 
punkte in zwei Tripel sondern mag, immer schneiden sich die beiden Ebenen, 
welche die Punkte je eines Tripels verbinden, in einer Sehne der Raum- 
curve 5. Ordnung, und die Paare verbundener Punkte^ welche die Curve mit 
ihren Hauptsehnen gemein hat, werden durch diese zehn Ebenenpaare har- 
monisch getrennt. Jedes Paar verbundener Punkte bildet ferner die Spitzen 
von zehn Paaren quadratischer Kegel, deren jedes sich in zwei Kegel- 
schnitten eines der zehn Ebeneupaare durchschneidet, und zwar sind von 
jedem dieser Kegelschnitte die drei in seiner Ebene gelegenen Hauptpunkte 
die Ecken eines Poldreieckes. Die Kegelschnitte eines der Ebenenpaare 
treffen die Schnittlinie desselben beide in den nämlichen zwei Punkten, und 
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dieselben sind zn den beiden Treffpunkten dieser Schnittlinie mit der Raum- 
curve harmonisch. 

Wenn man aus den vier Gleichungen (3.) und (4.) die Punktcoordinaten 
eliminirt^ so erhält man eine Gleichung vierten Grades für rj und q 
(10.) *(,,p) = 0, 

in dieser steigt aber die Grösse q nur bis zum zweiten Grade an. Fasst 
man rj und (> als Punktcoordinaten in einer Bildebene auf, so wird durch 
diese Gleichung eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte dar- 
gestellt, und diese Curve ist Punkt für Punkt eindeutig auf die Raumcurve 
fünfter Ordnung bezogen. In der That ist durch ein Werthepaar rj, q, das der 
Gleichung (10.) genügt, die Kegelgleichung (2.) und mit dem Kegel seine 
Spitze eindeutig bestimmt. Diese Spitze ist der dem Punkte der ebenen 
Curve entsprechende Punkt der Raumcurve, 

Zwei Punkten der ebenen Curve vierter Ordnung, die mit deren Doppel- 
punkte in einer geraden Linie liegen, entsprechen immer zwei verbundene 
Punkte der Raumcurve, die auf einer Hauptsehne liegen. Dem Doppel- 
punkte selbst entsprechen die Punkte der Raumcurve auf der Schnittlinie 
der Grundebenen p = und ^ = 0. Den Hauptpunkten der Raumcurve 
correspondiren die Berührungspunkte der sechs Tangenten, die sich an die 
ebene Curve vierter Ordnung aus ihrem Doppelpunkte legen lassen. Da 
diese Berührungspunkte durch die Beziehung auf die Raumcurve zu dreien 
einander zugeordnet werden, so gehört, da keiner vor den anderen aus- 
gezeichnet ist, auch zu jeder Zerfällung dieser sechs Punkte in zwei Tripel 
eine Beziehung der ebenen Curve auf eine Raumcurve fünfter Ordnung, und 
eine solche Beziehung ist daher auf zehn wesentlich verschiedene Arten 
möglich. 

§2. 

Anwendung des Abehchen Theorems. 

Um die Relationen zwischen unserer Raumcurve fünfter Ordnung 
und ihrer ebenen Bildcurve weiter zu erörtern, kann man sich mit Vortheil 
des Abel&chen Theorems bedienen. Wir wollen von der allgemeinen Gleichung 
der Curve fünfter Ordnung auf der quadratischen Regelfläche ausgehen: 

(1.) Ui'+2V§+W=^0. 

Hierbei sind l/, K, W Functionen dritten Grades von ??, und §, i? sind die 
Coordinaten der Punkte auf der Regelfläche. Setzen wir nun 

(2.) s^m+v, 

38* 
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80 wird für die Punkte der Carve 

Jedes zu der Curve gehörige Integral erster Gattung hat dann die Form 

(3.) .^p-}Un. 

Die Ajeman/tsche Fläche, der diese Integrale zugeordnet sind^ hat zwei 
Blätter und sechs Verzweigungspunkte «,, «2, «3? «4j «5? «e? die sich als die 
Wurzeln der Gleichung sechsten Grades 

(4.) p~(7»y=0 

bestimmen. Die Zerschneidung dieser Fläche, die um die Integrale erster 
Gattung völlig eindeutig zu machen nöthig ist, denken wir uns zunächst so 
ausgeführt, dass alle Verzweigungspunkte durch eine Linie verbunden werden, 
die nach beiden Seiten ins Unendliche verläuft und mit der alle Verzweigungs- 
linien zusammenfallen, und dass beide Blätter längs dieser Linie durch- 
geschnitten werden. Dann zerfallt die Fläche in vier ebene, einfach zu- 
sammenhängende Stücke, die paarweise übereinanderliegen und in denen 
jedes Integral erster Gattung von der Form (3.) eindeutig und stetig ist 

Aus diesen vier Stücken kann man nun leicht wieder eine einfach 
zusammenhängende Fläche zusammensetzen, auf der die Integrale erster 
Gattung ebenfalls eindeutig und stetig sind. Zunächst kann man die Ränder 
des Schnittes längs den über den ersten und letzten Verzweigungspunkt 
hinausliegenden Theilen wieder so zusammenheften wie sie waren, und so- 
dann hefte man zwischen den mittleren Verzweigungspunkten a^ und a« den 
unteren Rand des oberen Blattes an den oberen Rand des unteren Blattes. 
Dass die so entstehende Fläche dann einfach zusammenhängt, lässt sich un- 
mittelbar aus dem Satze folgern: Heftet man zwei einfach zusammenhängende 
ebene FlächenstUcke längs einer Linie ohne Kreuzungspunkt, wie es die 
Linie 0(3 04 ist, zusammen, so hängt auch die so gewonnene Fläche einfach 
zusammen, da sie durch jeden Querschnitt, ob er die Heftungslinie trifft oder 
nichts zerstUckt wird. 

Da der Schnitt durch alle Verzweigungspunkte gehen sollte, ist die 
Lage derselben nicht mehr vollkommen bestimmt, indem sie auf dem oberen 
oder unteren Rande des Schnittes im oberen oder unteren Blatte liegen 
können. Wir wollen annehmen^ dass sie auf den oberen Rand im oberen 
Blatte zu liegen kommen. 
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In die Gleichungen des AbeUchen Theorems denken wir uns sofort 
die Normalintegrale erster Gattung tii und th eingeführt. Das Theorem lässt 
sich auf jede Curve anwenden, welche zu der betrachteten Riemanmchen 
Fläche fuhrt, und sagt dann aus^ dass die Summe der von einem beliebigen 
Punkte der Curve zu deren Schnittpunkten mit einer anderen algebraischen 
Curve oder Fläche erstreckten Normalintegrale u^ oder 113, wenn man von 
ganzen Vielfachen der Periodicitätsmoduln absieht, nur von der Ordnung der 
letzteren Curve und garnicht von ihrer Gestalt abhängt. Es lassen sich 
demnach für die beiden Normalintegrale immer solche unteren Grenzen ^1 
und ^3 auf der Grundcurve fest annehmen, dass jene Integralsumme nach 
Christoffeh Ausdruck einer Simultanperiode gleich wird. Für ein beliebiges 
Integral erster Gattung 

wäre eine entsprechende neue untere Grenze ^ einzuführen, die aus der 
Congruenz 

zu bestimmen ist, indem das Congruenzzeichen ausdrückt, dass der Aus- 
druck auf der linken Seite sich aus den Periodicitätsmoduln des Integrales w 
ganzzahlig und linear zusammensetzt, also eine Simultanperiode ergiebt. 

Durch die zwei Congruenzen, welche in unserem Falle das ^6e/8cbe 
Theorem liefert, werden immer zwei der Schnittpunkte mit einer algebraischen 
Curve durch die übrigen^ und zwar eindeutig, bestimmt. Das ^öe/sche 
Theorem lässt sich deswegen nur dann geometrisch nutzbar machen, wenn 
diese übrigen Schnittpunkte auch wirklich willkürlich zu wählen sind. Man 
überzeugt sich nun leicht, dass dies für unsere Curve fünfter Ordnung auf 
der quadratischen Regelfläche im allgemeinen der Fall ist. Trifft nämlich 
eine andere Curve auf der Regelfläche die Trisecanten der Curve fünfter 
Ordnung in m und ihre Hauptsehnen in n Punkten, so hat sie mit der Curve 
fünfter Ordnung selbst 

8 = 2m-|-3ii 

Punkte gemein. Da sie nun durch 

mn-^-m + n 

Punkte bestimmt ist, sich aber durch ihre sämmtlichen Schnittpunkte mit 
der Curve fünfter Ordnung noch mehr solche Curven, und zwar in einer 
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Mannigfaltigkeit von 

(«1-2) («-1) 

Dimensionen, hindarchlegen lassen, vorausgesetzt, dass m:>2, n>l ist, so 
sind von den Schnittpunkten in der That 

2in + 3ii-2, 

d. h. alle bis auf zwei, willkürlich. Gleiches gilt, wie leicht zu sehen, auch 
wenn iw = 2 oder « = 1 ist, nur nicht wenn »1 = 1 wird, ausgenommen wenn 
auch n = 1 ist. 

Die Zahl der Schnittpunkte kann andererseits jeden Werth, ausser 
1, 4, 6 annehmen, und es ist nur noch die Zahl 8 auszuschliessen, weil 
dann nothwendig m = 1 wird. In allen übrigen Fällen bilden die Punkte 
auf der Raumcurve fünfter Ordnung, welche die Congruenzen des Abekchcn 
l^heorems befriedigen, die sämmtlichen Schnittpunkte einer algebraischen 
Curve. 

Damit von den Schnittpunkten einer ebenen Curve des Geschlechtes 2 
mit einer veränderlichen algebraischen Curve zwei und nur zwei durch die 
übrigen bestimmt sind, muss eine besondere Bedingung erfüllt sein. Beispiels- 
weise ist es nicht möglich, durch die Gleichungen des Abekchen Theorems 
auszudrücken, dass acht Punkte einer Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte auf einem Kegelschnitte liegen. Ist die Ordnung der ver- 
änderlichen Curve mindestens gleich der Ordnung der Grundcurve, so müssen 
die beiden Curven alle vielfachen Punkte in der gleichen Multiplicität mit 
einander gemein haben. Ist die Ordnung der veränderlichen Curve um eins 
oder zwei niedriger, so muss sie durch jeden «-fachen Punkt der Grund- 
curve (a—1)- fach hindurchgehen. Nur eine Curve dritter Ordnung kann in 
dem einzigen Doppelpunkte einer Curve vierter Ordnung selbst einen Doppel- 
punkt haben, und es sind von ihren acht weiteren Schnittpunkten doch zwei 
durch die übrigen sechs bestimmt. Ist die Ordnung der veränderlichen 
Curve um drei geringer als die der Grundcurve und die erstere Curve geht 
durch jeden «-fachen Punkt der letzteren («~1)- fach hindurch, so schneidet 
sie nur zwei veränderliche Punkte heraus, die immer ein Paar verbundener 
Punkte auf der Grundcurve repräsentiren. Von denselben ist allemal einer 
durch den anderen bestimmt und es verschwindet für sie der Zähler des 
Bruches in einem Integrale erster Gattung. 

Nennen wir jede so geartete Curve, von deren Schnittpunkten mit 
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der Grundcurve zwei durch die ttbrigen bestimmt sind, der Kürze halber 
eine Abekche Curve. so lassen sich durch die Congruenzen des ^6e/schen 
Theorems die Bedingungen dafür vollständig ausdrücken, dass s Punkte der 
Grundcurve die sämmtlichen veränderlichen Schnittpunkte einer Abekchen 
Curve bilden. Diese Anzahl s muss bei ebenen Curven gewissen Bedingungen 
genügen. Für die Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte muss 

Ä E^ (mod 4) 

sein, wobei die Fälle « = 6 und « = 10 noch hinzuzufügen sind. Für eine 
Curve fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten muss 

« = — 1 (mod 5) 

sein, wobei aber statt der Lösung « = 4 dieser Congruenz die Werthe « = 7 
und 8 = 12 zu nehmen sind. Für die Raumcurve fünfter Ordnung ist hin- 
gegen jede algebraische Curve auf ihrer quadratischen Regelfläche eine 
Abekche Curve, mit alleiniger Ausnahme der Curven dritter und höherer 
Ordnung, welche die Trisecanten der Curve fünfter Ordnung nur in je einem 
Punkte treffen, und die Zahl s der Schnittpunkte kann jeden beliebigen 
Wert ausser 1, 4, 6, 8 annehmen. 

§3. 

Besondere Punktgruppen auf der Rauracunre fünfter Ordnung. 

Es bilden indessen die s Punkte nur dann die sämmtlichen Schnitt- 
punkte der Raumcurve fünfter Ordnung mit einer algebraischen Fläche, 
wenn s ein Multiplum von 5 ist, und nur dann lassen sich für die Normal- 
integrale tii und Ui solche unteren Grenzen ^^ und ^2 einfuhren, dass wenn 
man sie nach den s Schnittpunkten hin erstreckt, die Summen dieser Integrale 
einer Simultanperiode gleich werden. 

Dass in diesem Sinne eine gewisse Anzahl von Punkten Oi, 02, •••,a^ 
auf einer Curve den Congruenzen des Abekchen Theorems genügt, wollen 
wir einfach so ausdrücken: 

(ai, 02, •••,a,) = 0. 

Für alle anderen Curven, welche nicht der vollständige Schnitt der quadra- 
tischen Regelfläche mit einer algebraischen Fläche sind, ist ein Grössenpaar 
0) == (cü,, 012) durch die Congruenz 

(2(o) = (2/'rftt„ 2 /"'du,) 
einzuführen. Zwei verbundene Punkte a,, a, der Curve, die sich deckenden 
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Punkten der RiemannBchen Fläche entsprechen, Bind dann immer durch 
die Beziehung 

(1.) («1, (h) = (2w) 

verknüpft. Insbesondere wird für einen der sechs Haupt- oder Verzweigungs- 
punkte selbst 

(2.) (2 a,) EE (2 CO) 

und, wie bekannt, 

(3.) (a„ a„ «3, «4, cfß, cfß) = 0. 

Wir wollen nun, was auf eine Art möglich ist, die sechs Hauptpunkte so 
in zwei Tripel, sagen wir a„ «3, «5 und «2, «47 «6) zerlegen, dass sowohl 

(4.) («1, «3, «ö) == wie («2, «4, «e) = 

wird. Die Ebenen, welche diese Punktetripel auf der Raumcurve fünfter 
Ordnung enthalten, schneiden die Curve ausserdem in denselben zwei Punkten 
c„ ej, für die 

(5.) (e„ e,) = 

wird. Sie sollen das Punktepaar sein, das dem Doppelpunkte der Bild- 
curve vierter Ordnung entspricht. 

Die Relation (5.) folgt sofort daraus, dass für die fUnf Schnittpunkte 
«1, • -,05 der Raumcurve mit einer Ebene 

(6.) (ai, 02, 03, 04, 05) = 

sein muss. Sind insbesondere a« und a^ zwei verbundene Punkte, die auf 
einer Hauptsehne liegen, so dass 

(04, aj) = (2w) 
wird, so muss 

(7.) («1,02,03) = -(2cü) 

sein, und dies ist sonach die Bedingung dafür, dass drei Punkte 01,02,03 
der Raumcurve die Schnittpunkte einer Trisecante sind. 

Legen wir nun durch die fünf Punkte der Bildcurve vierter Ordnung, 
die den fünf Schnittpunkten 6,,..., 65 der Raumcurve mit einer Ebene ent- 
sprechen, den durch sie bestimmten Kegelschnitt, so schneidet dieser die 
Bildcurve noch in drei weiteren Punkten, die drei Punkten Oi, 02, 03 auf der 
Raumcurve entsprechen mögen. Dann muss die Bedingung 

(o„ »2, a^j 6„ •••, 65) = -(2a>) 

erfüllt sein, weil, wie sich sofort zeigen wird, mit Hinzunahme zweier ver- 
bundener Punkte Ci, c« sich die Relation (oi, 02, 03, 61, ..., 65, c„ c,) ^ er- 
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geben miiss. Da aber andererseits 

(6,...65)f=0 
ist, so ist 

(dl, a^, 03) = -(2ü)). 
Die drei Punkte ai^üi^a^ sind die Schnittpunkte einer Trisecante. 

Legt man durch ein Punktetripel auf der Bildcurve, das den Schnitt- 
punkten der Raumcurve mit einer Trisecante entspricht, alle möglichen 
Kegelschnitte, so schneiden dieselben die Curve noch in fünf weiteren 
Punkten, die jedesmal den Schnittpunkten der Raumcurve fünfter Ordnung 
mit einer Ebene entsprechen. Die sämmtlichen Ebenen, die man so erhält, 
bilden ein Bündel. Lässt man das Punktetripel auf der Bildcurve so 
variiren, dass es immer den Schnittpunkten der Raumcurve mit einer Trise- 
cante entpricht, so bewegt sich der Scheitel jenes Ebenenbündels auf einer 
geraden Linie, und diese gerade Linie verbindet die Punkte 61,62 der Raum- 
curve, die dem Doppelpunkte der ebenen Bildcurve entsprechen und mit je 
drei Hauptpunkten in einer Ebene liegen. 

Aus diesem Ebenenpaare und einem Büschel von Flächen zweiter 
Ordnung hatten wir zu Anfang die Raumcurve gewonnen. Die Polarebenen 
eines Punktes auf der Schnittlinie des Ebenenpaares für die Flächen des 
Büschels schneiden sich in einer Trisecante der Raumcurve, und die Punkte 
der Schnittlinie sind somit auf die Regelschar, welche diese Trisecanten 
bilden, projectiv bezogen. Den fünf Schnittpunkten der Raumcurve mit einer 
Ebene und ihren drei Schnittpunkten mit derjenigen Trisecante, welche dem 
Schnittpunkte der Ebene mit jener Schnittlinie der Grundebenen zugeordnet 
ist, entsprechen zusammen auf der ebenen Bildcurve die acht Schnittpunkte 
eines Kegelschnittes. Ist die Ebene insbesondere eine Tangentialebene der 
quadratischen Regelfläche, auf welcher die Raumcurve liegt und welche 
ihre Trisecanten erfüllen, so muss der Kegelschnitt in der Bildebene zwei 
Punktetripel der Bildcurve, die den Schnittpunkten der Raumcurve mit zwei 
Trisecanten entsprechen, und ausserdem ein Paar verbundener Punkte der 
Curve enthalten. Irgend zwei solche Tripel der Bildcurve liegen also immer 
auf einem Kegelschnitte, der ausserdem ein Paar verbundener Punkte aus 
der Curve ausschneidet. Insbesondere wird die Curve in den Punkten 
jedes Tripels von einem Kegelschnitte berührt, der ausserdem ein bestimmtes 
Paar verbundener Punkte mit ihr gemein hat, während umgekehrt durch 
jedes solche Paar verbundener Punkte zwei Kegelschnitte gehen, die ausser- 
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dem die Curve in den Punkten eines Tripels berühren. Entsprechend wird 
80 jeder Trisecante der Raumeurve fünfter Ordnung eine ihrer Hauptsehnen 
zugeordnet, aber umgekehrt der letzteren zwei Trisecanten. Die Ebenen, 
welche die Trisecanten mit ihren zugehörigen Hauptsehnen verbinden, um- 
hüllen eine kubische Raumeurve, und zu ihnen gehören auch die beiden 
Tangentialebenen der quadratischen Regelfläche, die durch die Schnittlinie 
der beiden Grundebenen gehen. 

Die zehn Schnittpunkte der Raumeurve fünfter Ordnung mit einer 
beliebigen Fläche zweiter Ordnung sind noch auf unendlich vielen solchen 
Flächen enthalten, und sie werden alle von einer biquadratischen Raumeurve 
ausgeschnitten, die mit der Raumeurve fünfter Ordnung auf derselben Regel- 
fläche liegt. Diese zehn Schnittpunkte aj, •••,aiu genügen der Bedingung 

(8.) (öi--ai„) = 0, 

und es entsprechen ihnen die zehn veränderlichen Schnittpunkte der ebenen 
Bildcurve mit einer Ourve dritter Ordnung, die durch den Doppelpunkt geht. 
Insbesondere entsprechen den Schnittpunkten der Raumeurve fünfter Ordnung 
mit einer doppelt gezählten Ebene die Berührungspunkte der Bildcurve mit 
einer fünffach berührenden und durch den Doppelpunkt gehenden Curve 
dritter Ordnung. Legt man durch diese fünf Berührungspunkte und den 
Doppelpunkt alle möglichen Curven dritter Ordnung, so treflfen diese die 
Bildcurve immer noch in fünf Punkten, die den Schnittpunkten der Raum- 
eurve mit einer neuen Ebene entsprechen, und dies muss insbesondere von 
dem einen die fünf Berührungspunkte enthaltenden Kegelschnitte gelten, 
wenn man ihn mit irgend einem Strahle durch den Doppelpunkt zusammen- 
nimmt. Dann aber ist die zweite Ebene eine Tangentialebene der quadra- 
tischen Regelfläche und enthält eine Trisecante der Raumeurve, welche der 
ersten Ebene fest zugeordnet ist, wie es oben ausgesprochen wurde. 

Acht associirten Punkten der Raumeurve fünfter Ordnung, die auf 
doppelt unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung enthalten sind, entsprechen 
auf der Bildcurve acht Punkte, die zusammen mit dem Doppelpunkte die 
Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter Ordnung bilden. Jede dieser 
Curven dritter Ordnung schneidet noch ein Paar verbundener Punkte aus 
der Bildcurve aus. Aus dem ^6e/schen Theoreme ergiebt sich sofort, dass 
acht solche Punkte Oi, •••,0« auf der Curve durch die Beziehung 

(9.) (ai,...,aH)~ -(2a>) 
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verknüpft sind, weil mit Hinzuziehung eines beliebigen Paares ver- 
bundener Punkte 61,62 dann 

(6„62,ai, .••jög) = 
wird. 

Ausser den bereits behandelten Punktgruppen auf der Raumeurve 
fünfter Ordnung sind nun noch die Gruppen von vier und sechs Punkten 
zu betrachten, die den Congruenzen des i46^/schen Theorems genügen. Jede 
der ersteren Gruppen entspricht den Schnittpunkten der Bildcurve mit einer 
geraden Linie ihrer Ebene. Erzeugt man die Raumeurve, wie wir es zu 
Anfang angegeben haben, so dass ihre Punkte die Spitzen der in einem 
besonderen Bündel von Flächen zweiter Ordnung enthaltenen Kegel sind, 
dann sind die Punkte eines solchen Quadrupels immer die Spitzen von vier 
Kegeln, die demselben Büschel von Flächen zweiter Ordnung angehören. 
Legt man durch eines dieser Quadrupel P\iP2iPz^P\y für welches sich 

(10.) (P11P2.P3.pO = -(«>) 

ergiebt, alle möglichen Flächen zweiter Ordnung, so schneidet jede der- 
selben die Raumeurve noch in sechs Punkten ^„ 92, ••, ^o, die der Bedingung 

(11-) (9i?92,-,f7tO = H 

genügen und den sechs Schnittpunkten der Bildcurve mit einem Kegel- 
schnitte entsprechen, der ausserdem durch den Doppelpunkt geht. — 

Bedienen wir uns der früher für die Integrale erster Gattung w ein- 
geführten fitmafmschen Fläche, so mögen für die längs des Randes dieser 
Fläche zwischen den Verzweigungspunkten erstreckten Integrale die Be- 
zeichnungen eingeführt werden: 

/a., /"aj /»öj /»ttg 

dw = Qi, / dw = bi, J dw = bjj / dw = 02. 



ai a, «4 ttj 



Die doppelten Werthe dieser bestimmten Integrale kann man als die Periodicitäts- 
moduln des Integrales w ansehen. Sie werden für die Normalintegrale 

2ai 2a2 2b, 2b2 
Uli m ü a,i a,2, 
u^: 71 i 021 ^22? 

wobei «12 = «21 ist. 

So wie wir die untere Grenze t des Integrales tr = ^^fii-f ^2«? 
gewählt haben, finden wir für dessen Werthe in den einzelnen Haupt- oder 

39* 
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Verzweigungspunkten, mit der üblichen Charakteristikenbezeichnung 

wenn o) = AjCüj + A^cüa, die Congruenzen nach den Periodicitätsmoduln: 
pdw + a, = (l^^, y'rfer + co = (JJ), f'''dw + a> = (\^), 

f'dw + io^dl), f'dw + w^dl), f^dw + m^dl). 

Es sind dies die sechs ungeraden Charakteristiken, die wir fortan auch durch 
die Verzweigungspunkte, zu denen sie gehören, bezeichnen wollen. Hierbei ißt 

(«i) + («3) + («5) = («2) + («0 + («.) = (0 0) = (0)- 

Die Hauptpunkte «,,«3, «5 und die Hauptpunkte a2,a4,cf6 sind die bei der 
Abbildung der Raumcurve fünfter Ordnung auf die ebene Curve vierter 
Ordnung einander zugeordneten Tripel. 

Diese Zuordnung ist aber vor einer anderen keineswegs ausgezeichnet, 
vielmehr führt jede Zerfällung der sechs Hauptpunkte auf der Raumcurve 
in zwei Tripel, also etwa in a^a^a^ und a^a^aii^ zu einer ebensolchen Ab- 
bildung dieser Raumcurve. Die Summe dieser ungeraden Charakteristiken, 
z. B. «1, «2, «3, ist immer eine gerade Charakteristik (y), und dieselbe Charak- 
teristik (y) ergiebt sich auch als Summe der drei übrigen Charakteristiken 
«4?«6j«6y was wir durch die Beziehungsweise 

ausdrücken können. Demnach gehört zu jeder der zehn geraden Charak- 
teristiken eine Abbildung der Raumcurve auf eine ebene Curve vierter 
Ordnung, deren Doppelpunkt jedesmal den gemeinsamen Schnittpunkten «i,«.> 
der Raumcurve mit zwei, durch je drei der sechs Hauptpunkte gelegten 
Ebenen entspricht. Für diese zwei Punkte wird 

(12.) (s,,8,) = (y), 

wenn (y) die zu der Abbildung gehörige gerade Charakteristik bedeutet. 
So sind auch diese zehn Punktepaare den zehn geraden Charakteristiken 
zugeordnet. 

Die Punktequadrupel r^rir^r^ auf der Raumcurve, welche mit einem 
solchen Punktepaare 8182 zusammen ein Sextupel der vorhin besprochenen 
Art ausmachen, bilden das System von Punktequadrupeln, das zu der 
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Charakteristik (y) gehört, denn aus 

(n, r2, fa, r4, «„ O = (ö>) 
folgt 

(13.) (r„r2,r3,r4) = (co) + {r)^ 

Man kann diese Quadrupel finden, indem man durch eines der Quadrupel, 
die zu der von Anfang an ausgezeichneten Charakteristik (0) gehören, und 
das Punktepaar s^Si alle möglichen Flächen zweiter Ordnung legt; diese 
schneiden die gesuchten Quadrupel aus. Die Bildpunkte der letzteren auf 
der ebenen Bildcurve liegen jedesmal mit den Bildpunkten von Si und $2 
auf einem Kegelschnitte, der ausserdem den Doppelpunkt der Bildcurve 
enthält. 

Wählt man nun diesen Doppelpunkt und die Bildpunkte von «i,«2 zu 
Fundamentalpunkten einer eindeutigen quadratischen Punkttransformation, so 
geht durch diese die Curve vierter Ordnung in eine neue Curve vierter 
Ordnung über, die ebenfalls eindeutig auf die Raumcurve fünfter Ordnung 
bezogen ist. Auf derselben entspricht der Doppelpunkt dem Punktepaare 
8i «2, und die weiteren Schnittpunkte eines Strahles durch diesen Doppelpunkt 
entsprechen allemal einem Paare verbundener Punkte auf der Raumcurve, 
so dass insbesondere den Hauptpunkten die Berührungspunkte der aus dem 
Doppelpunkte an die ebene Curve gelegten Tangenten zugeordnet sind. 
Die Schnittpunkte der Curve mit einer geraden Linie ihrer Ebene ent- 
sprechen den Punkten eines Quadrupels des zu der Charakteristik (y) ge- 
hörigen Quadrupelsystems auf der Raumcurve. Die neue Curve vierter 
Ordnung ist auf dieselbe Art wie die ursprüngliche Curve das Bild der 
Raumcurve fünfter Ordnung, nur gehört die Abbildung zu einer anderen 
geraden Charakteristik (y). Wir finden also, dass zwei Bildcurven, die zu 
verschiedenen Charakteristiken gehören, immer durch eine quadratische 
Transformation aus einander hervorgehen, während zwei zu derselben Charak- 
teristik gehörige Bildcurven coUinear verwandt sind. 

§4. 

Cbarakteristikentbeorie. 

Bei der Erzeugung der Raumcurve fünfter Ordnung werden in den 
beiden Grundebenen je vier Punkte angenommen, die zusammen die Grund- 
punkte eines Bündels von Flächen zweiter Ordnung bilden, und die Raumcurve 
wird dann von den Spitzen der in diesem Bündel enthaltenen Kegel erfüllt. 
Die 16 geraden Linien, welche die vier Punkte in der einen Grundebene 
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mit den vier Punkten in der anderen Grundebene verbinden, sind Sehnen 
der Raumcurve und zwar haben die Schnittpunkte jeder dieser Sehnen die 
Eigenschaft, dass in ihnen die Punkte eines der Quadrupel paarweise zu- 
sammenfallen, denen die Schnittpunkte der zu dieser Erzeugungsart der 
Raumcurve gehörigen Bildcurve vierter Ordnung mit einer geraden Linie 
ihrer Ebene entsprechen. Die Schnittpunkte dieser 16 Sehnen entsprechen 
also den Berührungspunkten der 16 Doppeltangenten, welche die Curve 
vierter Ordnung besitzt, und gleichzeitig, wie wir kurz nachweisen wollen, 
den 16 Thetafunctionen der auf die Raumcurve fünfter Ordnung oder ihre 
Bildcurve bezogenen Normalintegrale erster Gattung. Diese Thetafunctionen 
lauten in der Riemannschew Schreibweise: 

Hierbei sollen t?i und Vz die Normalintegrale, nunmehr aber von dem Ver- 
zweigungspunkte «1 aus genommen, bedeuten. 
Die Function 

6^(üit?2) oder ^ Lq (t>i, ©i) 

verschwindet dann in a^ und cfs, und es lassen sich die Constanten /"i, /i so 
bestimmen, dass 5^(t?i— /i, t?2— ^) in zwei beliebig gewählten Punkten f^ und «2 
verschwindet. Man hat zu dem Zwecke nur zu setzen 

Nun können wir für die Punkte fi und e.2 insbesondere die Berührungspunkte 
irgend einer Doppeltangente wählen. Dann ist eine einfache Folge des 
Abehchtix Theorems, dass in den Berührungspunkten jeder anderen Doppel- 
tangente eine der übrigen Thetafunctionen, in denen ^ und /i dieselben 
Werthe haben, verschwindet. 

Bezeichnen wir die Punkte der Quadrupel in den beiden Grundebenen 
in irgendwelcher Reihenfolge mit den Zahlen 0, 1, 2, 3, so kann man durch 
zwei dieser Zahlen jede der 16 geraden Linien, welche die Punkte des 
einen Quadrupels mit denen des anderen verbinden, vollkommen festlegen, 
wenn man noch ein für allemal bestimmt, in welcher Grundebene der der 
voranstehenden Nummer entsprechende Punkt liegen soll. Die Art, wie 
diese 16 Verbindungslinien zu den 16 Thetacharakteristiken gehören, soll 
nun so fixirt sein, dass die Linie (00) der Charakteristik (0) zugewiesen 
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wird, und ferner 

die Linien (Ol) (10) (0 2) (2 0) (0 3) (30) 

den ungeraden Charakteristiken («,) («2) («3) («4) (05) («0) 

''^^' Co\) (oD (n) (n) do) CJ) 

Damit ist dann auch jeder anderen Linie eine Thetacharakteristik zuge- 
ordnet, und zwar beispielsweise der Linie (12) die Summe der Charak- 
teristiken, die zu (10) und (02) gehören, also die Charakteristik 

(«2) +(«3) oder (jq). 

Der Beziehung der Doppeltangenten auf die 16 Verbindungslinien 
entspricht sonach eine quadratische Anordnung der zugehörigen Charak- 
teristiken in folgender Form: 
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Aus diesem Schema findet man nun andere, indem man zu allen Charak- 
teristiken eine und dieselbe gerade Charakteristik addirt. Dieselben neun 
Schemata erhält man auch, indem man das vorstehende Quadrat nach irgend- 
welcher Permutation der Reihen und Spalten in vier kleine Quadrate von 
je vier Charakteristiken zerlegt und in diesen kleinen Quadraten die Charak- 
teristiken kreuzweise vertauscht. Die Charakteristiken einer Reihe oder 
Spalte ergeben immer als Summe die ausgezeichnete Charakteristik (0). 
Unter einander stehende Charakteristiken derselben zwei Reihen oder neben 
einander stehende Charakteristiken derselben zwei Spalten haben immer zur 
Summe dieselbe ungerade Charakteristik, die sich auf die gleiche Weise 
auch jedesmal aus den übrigen beiden Spalten oder Reihen ergiebt. 

Die sechs Doppeltangenten, welche den ungeraden Charakteristiken 
entsprechen, sind einzeln den sechs Tangenten, die sich aus dem Doppel- 
punkte an die Curve vierter Ordnung legen lassen, zugeordnet, indem der 
Berührungspunkt jeder dieser Tangenten als Verzweigungspunkt derselben 
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Charakteristik entsprechen soll wie die zugehörige Doppeltangente. So er- 
geben sich aber, indem man jede dieser Doppeltangenten mit der zugeordneten 
Tangente aus dem Doppelpunkte zusammennimmt, sechs Linienpaare, die 
als zerfallende Curven demselben Netze von Kegelschnitten angehören, und 
die sechs Doppeltangenten berühren selbst einen Kegelschnitt, während 
gleichzeitig ihre sechs Berührungspunkte mit diesem Kegelschnitte und ihre 
zwölf Berührungspunkte mit der Curve vierter Ordnung auf einer und der- 
selben Curve dritter Ordnung liegen. Addirt man zu allen ungeraden 
Charakteristiken die nämliche, gerade oder ungerade, Charakteristik, so erhält 
man die Charakteristiken von sechs Doppeltangenten, die wieder dieselben 
Eigenschaften haben wie die sechs zu den ungeraden Charakteristiken ge- 
hörenden Doppeltangenten. Sie bleiben den einzelnen Haupt- oder Ver- 
zweigungspunkten zugeordnet, von deren Charakteristiken die ihrigen sich 
alle um eine und dieselbe Charakteristik unterscheiden, und bilden mit den 
zugehörigen Tangenten aus dem Doppelpunkte zusammengenommen sechs 
Linienpaare, die als zerfallende Curven zu einer Schar von dreifach be- 
rührenden und durch den Doppelpunkt gehenden Kegelschnitten gehören. 
Den Berührungspunkten dieser Kegelschnitte mit der Curve vierter Ordnung 
entsprechen auf der Raumcurve fünfter Ordnung die veränderlichen Schnitt- 
punkte der Ebenen, die durch eine der den 16 Doppeltangenten zugeordneten 
Sehnen der Raumcurve gehen. Einen der Punkte in den beiden ^Grund- 
ebenen, die irgend eine dieser Sehnen verbindet, müssen auch die sechs 
Sehnen enthalten, welche in gleicher Weise der zugehörigen Gruppe von 
sechs Doppeltangenten entsprechen. Die zu einer solchen Gruppe von 
Doppeltangenteu gehörigen Charakteristiken findet man sonach aus dem 
obigen Schema, indem man eine Reihe und Spalte herausgreift und die beiden 
gemeinsame Charakteristik weglässt. 

§5. 

Die ebenen Projectionscurven der Raumcurve fünfter Ordnung. 

Die Raumcurve fünfter Ordnung lässt sich einfach dadurch, dass man 
sie aus einem beliebigen Punkte des Raumes auf eine Ebene projicirt, in 
eine ebene Curve fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten verwandeln. 
Hierbei entsprechen den Schnittpunkten der ebenen Curve mit einer geraden 
Linie immer die Schnittpunkte der Raumcurve mit einer Ebene, die durch 
das Projectionscentrum geht. Ist diese Ebene insbesondere eine Tangential- 
ebene der quadratischen Regelfläclie, auf der die Raumcurve liegt, so ent- 
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hält sie von der letzteren ein Paar verbundener Punkte und ausserdem die 
Schnittpunkte einer Trisecante. Da diese Tangentialebenen einen Kreiskegel 
umhüllen, so giebt es in der Projectionsebene einen Kegelschnitt, den wir 
als Qrundkegelschnitt bezeichnen wollen, und die Tangenten dieses Kegel- 
schnittes enthalten je ein Paar verbundener Punkte auf der ebenen Curve 
fünfter Ordnung und ausserdem ein Punktetripel, das den Schnittpunkten der 
Raumcurve mit einer Trisecante entspricht. Andererseits aber lassen sich 
durch die vier Sehnen der Raumcurve, die durch das Projectionscentrum 
gehen, unendlich viele Kegel zweiter Ordnung legen, welche die Raum- 
curve noch in je zwei verbundenen Punkten treffen. Daher werden die 
Paare verbundener Punkte auf der ebenen Curve fünfter Ordnung durch 
die Kegelschnitte ausgeschnitten, welche die vier Doppelpunkte der Curve 
enthalten. 

Den 7 Schnittpunkten der ebenen Curve fünfter Ordnung mit einer 
Curve dritter Ordnung, die durch ihre vier Doppelpunkte geht, entsprechen, 
wie sich sofort aus dem ^6e/schen Theoreme ergiebt, die Schnittpunkte der 
Raumcurve fünfter Ordnung mit einer Raumcurve dritter Ordnung, welche 
die Trisecanten der ersteren Curve selbst zu Sehnen hat. Den 5 Schnitt- 
punkten einer Ebene mit der Raumcurve entsprechen auf der ebenen Curve 
fünfter Ordnung fünf Punkte, die mit den 4 Doppelpunkten zusammen die 
Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter Ordnung bilden, und diese 
Curven dritter Ordnung treffen die Curve fünfter Ordnung noch in je einem 
Paare verbundener Punkte. Die 10 Punkte der ebenen Curve, die den 10 
Schnittpunkten der Raumcurve mit einer Fläche zweiter Ordnung entsprechen, 
sind zusammen mit den 4 Doppelpunkten auf unendlich vielen Curven vierter 
Ordnung enthalten, von denen jede wieder ausserdem ein Paar verbundener 
Punkte aus der Curve fünfter Ordnung ausschneidet. 

Man kann nun versuchen, aus der Erzeugung der Raumcurve fünfter 
Ordnung, wie wir sie zu Anfang gegeben haben, eine Erzeugung der ebenen 
Projectionscurve herzuleiten. Hierbei ergiebt sich Folgendes: Sind in einer 
Ebene zwei beliebige Kegelschnittbüschel vorgelegt, so existiren im all- 
gemeinen drei gerade Linien, durch deren Schnittpunkte mit einem Kegel- 
schnitte des ersten Büschels auch immer ein Kegelschnitt des zweiten 
Büschels hindurchgeht. Auf diese Weise sind jedesmal die beiden Büschel 
projectiv auf einander bezogen. Wenn man nun die Pole der geraden Linie, 
welche die projective Beziehung vermittelt, für irgend zwei entsprechende 
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Kegelschnitte, mit einander verbindet, so schneiden sich auf dieser Ver- 
bindungslinie zwei Paare gemeinsamer Tangenten der beiden Kegelschnitte, 
und diese Schnittpunkte beschreiben, wenn man die Kegelschnitte die beiden 
projectiven Büschel durchlaufen lässt, eine Curve fünfter Ordnung mit vier 
Doppelpunkten, während ihre Verbindungslinie an einem Kegelschnitte ent- 
lang gleitet. Dies ist der Grundkegelschnitt und die Punktepaare der Curve 
auf seinen Tangenten sind die Paare verbundener Punkte auf der Curve. 

Jeder Kegel zweiter Ordnung, welcher durch einen ebenen Schnitt 
einer quadratischen Regelfläche hindurchgeht, enthält noch einen anderen 
ebenen Schnitt dieser Regelfläche. Hieraus folgt, dass wenn man durch 
5 Punkte der ebenen Curve fünfter Ordnung, die den 5 Schnittpunkten 
der Raumcurve mit einer Ebene entsprechen, den durch sie bestimmten 
Kegelschnitt legt, derselbe die ebene Curve in 5 weiteren Punkten schneidet, 
die den Schnittpunkten der Raumcurve mit einer anderen Ebene entsprechen, 
so dass die Quintupel von Punkten auf der ebenen Curve einander paar- 
weise zugeordnet sind, indem zugeordnete Quintupel immer auf demselben 
Kegelschnitte liegen. Dieser Kegelschnitt wird aus der Ebene durch einen 
Kegel ausgeschnitten, dessen Spitze das Projectionscentrum ist und der die 
quadratische Regelfläche der Raumcurve fünfter Ordnung in zwei Kegel- 
schnitten schneidet, sie also doppelt berührt. Da er damit gleichzeitig den 
aus dem Projectionscentrum an die Regelfläche gelegten Tangential kegel 
doppelt berührt, berührt sein Schnitt mit der Projectionsebene den Grund- 
kegelschnitt in dieser Ebene doppelt. Der Grundkegelschnitt berührt die 
Curve fünfter Ordnung selbst in fünf Punkten. Diese fünf Punkte ent- 
sprechen den Schnittpunkten der Raumcurve mit der Polarebene desProjections- 
centrums flir die quadratische Regelfläche. 

§6. 

Algebraische Theorie der Curven fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten. 

Es ist nicht ohne Interesse, die hauptsächlichsten Eigenschaften der 
ebenen Curven fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten auch auf rein 
algebraischem Wege herzuleiten. Schneiden sich in den vier Doppelpunkten 
zwei Kegelschnitte, welche die Gleichungen 

y = und xp = 
haben, so muss die Curve fünfter Ordnung sich in der Form darstellen 
lassen 

(1.) uip'^ + 2f)(pip + wtp'^ = 0, 
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WO II, f>, w lineare Functionen der Punktcoordinaten bezeichnen. 
Setzen wir 

so dass 

(2.) y-i(^ = 0, 

dann wird die Gleichung (1.) 

(3.) ul\+ 2vl + w = 0. 

Diese Gleichung stellt, wenn l einen beliebigen, aber festen Werth 
hat, immer eine Tangente des Kegelschnittes 

(4.) f?'-fifp = 

dar, welches der Grundkegelschnitt der Cnrve fünfter Ordnung ist. Die 
Gesammtheit dieser Tangenten ist auf das Büschel der „Hauptkegel- 
schnitte" 

y — A 1^ = 0, 

die durch die vier Doppelpunkte hindurchgehen, projectiv bezogen und 
erzeugt mit ihm die Curve fünfter Ordnung. Jede Curve fünfter Ordnung 
mit vier Doppelpunkten ist so das Erzeugniss eines bestimmten Kegelschnitt- 
büschels mit einem zu diesem projectiven, bestimmten quadratischen Strahlen- 
büschel, und die Doppelpunkte der Curve sind die Grundpunkte des Kegel- 
schnittbüschels. Jeder Strahl des Strahlenbüschels schneidet den zuge- 
ordneten Kegelschnitt in einem Paare verbundener Punkte der Curve. 

Der Grundkegelschnitt berührt die Curve fünfter Ordnung in fünf 
Punkten. Um diese zu finden, addire man die mit u multiplicirte Gleichung 
(1.) zu der mit ip^ multiplicirten Gleichung (4.). Dann erhält man eine 
Gleichung, deren linke Seite das Quadrat von ucp + f)tp ist. Durch die fünf 
Berührungspunkte des Grundkegelschnittes geht also die Curve dritter 
Ordnung 

(5.) u(p + vip = 

hindurch, die ausserdem die vier Doppelpunkte der Curve fünfter Ordnung 
enthält und diese zuletzt noch in dem durch die Gleichungen ti = und 
^ = bestimmten Paare verbundener Punkte trifft. Schreiben wir aber die 
Gleichung (4.) der Curve fünfter Ordnung in der Form 

(uq) + vip)q) + (ecp + wiff)yj = 0^ 

80 sehen wir sofort, dass falls die Gleichung (5.) erfüllt ist und nicht zugleich 

40* 



306 B. E. Timerdingy über eine Rautncurve fünfter Ordnung. 

tp =^0 sein soll, auch 

(6.) v(p + wip = 

sein mnss. Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt in der That, dass, 
wenn nicht gleichzeitig y = und yj = ist, 

f)^ — uw = 

sein muss, und die beiden durch diese Gleichungen dargestellten Curven dritter 
Ordnung schneiden sich ausser den vier Doppelpunkten der Curve fünfter 
Ordnung noch in den fünf Berührungspunkten des Grundkegelschnittes. 
Jede Curve dritter Ordnung, welche durch die vier Doppelpunkte 
der Curve fünfter Ordnung hindurchgeht, hat eine Gleichung von der Form 

(7.) ?y-pV' = 0, 

wo p und q lineare Functionen der Punktcoordinaten bezeichnen. Sie ist 
das Erzeugniss des Büschels der Hauptkegelschnitte 

(2.) (p-^ltp = 

mit einem zu ihm projectiven Strahlenbüschel 

(8.) p-lq=^0. 

Die Strahlen dieses Strahlenbüschels sind damit auch projectiv auf die 
Tangenten (3.) des Grundkegelschnittes bezogen und erzeugen mit ihnen die 
Curve dritter Ordnung 

(9.) up' + 2f>pq+wq^= 0, 

welche in dem Schnittpunkte der beiden geraden Linien p = und q = 
einen Doppelpunkt hat. Dieser Punkt liegt gleichzeitig auf der Curve (7.) 
und ist auf ihr durch die Grandpunkte des Büschels der Hauptkegelschnitte 
eindeutig bestimmt. Ausser diesem Punkte schneiden sich die beiden Curven 
(7.) und (9.) dann noch in 7 Punkten, und dies sind die Punkte, welche die 
durch die Doppelpunkte hindurchgehende Curve 3. Ordnung ausserdem noch 
mit der Curve 5. Ordnung gemein hat. 
Setzt man nun 

^ = u(p + (v + r)ipy 

wobei r eine beliebige neue lineare Function der Punktcoordinaten bedeutet, 
so kann man die Gleichung der Curve 5. Ordnung in der Form schreiben 

(11.) 4^(p + Wxf;= 0, 

und diese Gleichung lässt sich durch Elimination des Parameters l aus den 



(10.) f*=^^^° 

l r^ = (v — r)(p 
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beiden Gleiehungen 

(12.) ^X+W=0 und (2.) (p^Xtp=0 

gewinnen. Durch die erstere Gleichung wird aber ein Büschel von Curven 
3. Ordnung dargestellt, das auf das Büschel der Hauptkegelschnitte projectiv 
bezogen ist und mit ihm zusammen die Curve 5. Ordnung erzeugt. 

Die Grundpunkte dieses Büschels von Curven 3. Ordnung liegen 
alle auf der Curve 5. Ordnung. Vier davon sind deren Doppelpunkte. Für 
die übrigen fünf sollen die Gleichungen 

uq) + (v + r)tp =^0^ 
(v—r)(p + frnp = 

erfüllt sein, ohne dass gleichzeitig (p = und i/^ = ist. Dann muss 

(13.) (r'-ttfr)~r^ = 

sein, und dies ist die Gleichung des Kegelschnittes, der sich durch die in 
Rede stehenden fünf Grundpunkte hindurchlegen lässt. Aus der Gleichungs- 
form dieses Kegelschnittes ist sofort ersichtlich, dass er den Grundkegelschnitt 

(4.) f?'-fif/> = 

doppelt berührt, und die Verbindangslinie der Berührungspunkte hat die 
Gleichung r = 0. 

Der Kegelschnitt (13.) schneidet die Curve 5. Ordnung ausser den 
fünf Punkten, durch die er gelegt ist, in weiteren fünf Punkten. Diese bilden 
wieder mit den vier Doppelpunkten die Grundpunkte eines Büschels von 
Curven 3. Ordnung, das auf das Büschel der Hauptkegelschnitte projectiv 
bezogen ist und mit ihm die Carve 5. Ordnung erzeugt, und zwar ist dem 
Hauptkegelschnitte (p — Xip = die Curve 

(14.) *'A+ r = 

zugeordnet, wo 

^>' = u(p + (<? — OV» 
[v + r)(p + wxp 

zu setzen ist. Die beiden Büschel von Curven 3. Ordnung 

^X+W=^0 und ^'X+W'^O 
sind mit Hülfe des Parameters l auch projectiv auf einander bezogen, und 
da für r = * = ^' und V = W wird, so schneiden entsprechende Curven 
in beiden Büscheln die gerade Linie r = in denselben Punkten; die beiden 
Büschel sind also zu dieser geraden Linie perspectiv. Da ferner 
(16.) * r- ^'W=^ 2r (ucp'' + 2f>(ptp + fPV^O 
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ist, SO erzeugen die beiden Büschel mit einander ausser der geraden Linie 
r = die Curve 5. Ordnung. 

Addiren wir die beiden Gleichungen (12.) und (14.), so fällt aus der 
Summe r heraus und es ergiebt sich 

(17.) (fijp + f)tf/)l + (f>(p + wifi) = 0. 

Diese Gleichung, die aus der Gleichung (12.) oder (14.) hervorgeht, wenn 
man darin r =^ annimmt , stellt wieder ein Büschel von Ourven dritter 
Ordnung dar, das zusammen mit dem Büschel der Hauptkegelschnitte die 
Curve 5. Ordnung erzeugt, und zwar sind die fünf Grundpunkte dieses 
Curvenbüschels, die nicht in die vier Doppelpunkte fallen, die Berührungs- 
punkte der Curve 5. Ordnung mit ihrem Grnndkegelschnitte. Dieses aus- 
gezeichnete Curvenbüschel ist in der oben angegebenen Weise sich selbst 
zugeordnet. Die übrigen Büschel von Curven 3. Ordnung, deren Grund- 
punkte von den vier Doppelpunkten und fünf anderen Punkten der Curve 
5. Ordnung gebildet werden, treten aber zu Paaren, ^1+ V = und 
^'X+V=Oy zusammen, und zwar liegen die sämmtlichen Schnittpunkte 
je zweier entsprechenden Curven eines solchen Büschelpaares immer auf 
einer Curve des ausgezeichneten Büschels. 

Jede Curve nter Ordnung, welche die vier Doppelpunkte der Curve 
5. Ordnung enthält, hat eine Gleichung von der Form 

indem co und x Functionen («— 2)-ten Grades der Pnnktcoordinaten bezeichnen. 
Dieselbe Gleichung kann man auch in der Form schreiben 

w^tp'-ltfi) — (;f-icü)i/; = 0. 

Soll die Curve nun das durch die Gleichungen 

bestimmte Paar verbundener Punkte auf der Curve 5. Ordnung enthalten, 
so muss 

werden, wo eine Function (n — 3) -ten Grades der Pnnktcoordinaten bedeutet 
Macht man nun weiter 

SO lässt sich der Gleichung der Curve »ter Ordnung die Form geben 
(18.) v{v- ^V^) - {(«y + «V^) 't + (v(p + wyj)}0 = O, 
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und die durch diese Gleichung dargestellte Ourve hat die Eigenschaft, ausser 
den vier Doppelpunkten ein Paar verbundener Punkte auf der Curve 5. Ordnung 
zu enthalten, welches auch die Functionen tj und sind. Lässt man l 
allein variiren, so verändert sich nur dieses Paar verbundener Punkte, welches 
die Curve enthält, während alle ihre übrigen Schnittpunkte mit der Curve 
5. Ordnung ungeändert bleiben. Setzt man nämlich 

80 dass die Gleichung (18.) sich schreiben lässt 

(20.) Pi + (? = 0, 

dann wird 

(21.) P(p+Qtfj ^ (u(p^^2v(pip + fDip^)0, 

wofür man auch 

P((p^lip) + (PX+Q)ip = (u(p'' + 2v(p^p + wip'^0 

setzen kann. Die Schnittpunkte der beiden Curven 

Pl+Q = und u(p'' + 2v(ptp + wip''= 

bestehen also aus dem Paare verbundener Punkte, das auf dem Hauptkegel- 
schnitte (p — Xyf = liegt, und aus Punkten, für die f* = und damit auch 
p = wird, die also von dem Werthe des l nicht abhängen. Wie aus der 
Identität (21.) hervorgeht, erzeugt das Curvenbüschel Pl + Q = mit dem 
zu ihm projectiven Büschel der Hauptkegelschnitte (p—lxp^O die Curve 
Ö = und ausserdem die Curve fünfter Ordnung. 
Bildet man nun nun weiter die Functionen 

P' = (u(p + vip)0-'r]ip, 
+ wip)0 + t]cp, 
80 ergiebt sich 

(23.) PQ'^P'Q = 2TiO(u(p'+2f)(ptp + wtp'). 

Die beiden projectiven Curvenbüschel 

PX+Q=.0 und P'k+Q'^0 

erzeugen also mit einander die Curven i? = 0, = und die Ourve fünfter 
Ordnung. Da 

(P'i + (^') ^ (Pi + (?) = 2ri{(p-l^) 

ist, bestehen die Schnittpunkte der beiden Curven 

Pi + ^ = und P';L+e' = 



r P' = (um 

(22.) \ ^, , 

^ ^ l (?' = (ry 
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au8 allen Punkten, in denen eine dieser Curven von der Curve i? = ge- 
troffen wird , und 2 n Punkten , die auf dem Hauptkegelschnitte (p — lip^^O 
enthalten sind. Vier davon sind die Doppelpunkte und weitere zwei ein 
Paar verbundener Punkte, die übrigen 2(ii— 3) Punkte dagegen werden 
durch die Curve Ö = ausgeschnitten. 

Unter den Grundpunkten des Curvenbüschels 

Pl+Q =^0 
sind die vier Doppelpunkte enthalten, für die y = und ^ = wird. Sollen 
aber die Gleichungen P = und p = oder 

uO(p + (vO + ri)xff = 0, 

(p0 — ri)(p + ioOip— 

erfüllt sein, ohne dass (p und \p beide verschwinden, so muss 

(24.) ^ (f?'-fifr)tf'-.i?' = 

werden. Das ist die Gleichung einer Curve von der Ordnung 2 (« — 2), 
welche den Grundkegelschnitt t?^— mi£> = überall berührt, wo sie ihm be- 
gegnet und ausserdem durch alle Schnittpunkte der Curven d = und 
ij = doppelt hindurchgeht. Diese (« — 2) («—3) Punkte gehören aber 
gleichzeitig zu den Grundpunkten des Curvenbüschels 

P';i + p' = 0, 
während die übrigen Grundpunkte dieses Büschels, sofern sie nicht in die 
Doppelpunkte fallen, von denen des ersten Büschels verschieden sind, aber 
ebenfalls auf der Curve (24.) liegen. 

Schreibt man die Gleichungen P = und ^ = in der Form 

{u(p + vip)0 + i/;?y = 0, 
(v(p + wtp)d — (pri = 0, 

so sieht man sofort, dass, wenn nicht und t] gleichzeitig verschwinden, 

u(p^+2v(ptp + wtp^ = 

sein muss. Die Grundpunkte des Curvenbüschels PX + Q = liegen also 
alle auf der Curve fünfter Ordnung, ausgenommen die Schnittpunkte der 
Curven i; = und Ö = 0. 

Wir wollen zum Schlüsse noch die Schnittpunkte der Curve fünfter 
Ordnung 

(1.) u(p^ + 2v(ptp + wxp^ = 

mit einer anderen Curve fünfter Ordnung, welche dieselben vier Doppel- 
punkte besitzt, ins Auge fassen. Ist diese letztere Curve in der Form 



(26.) 
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dargestellt 

(25.) u(p^ + 2v'^yj + w'tp^ = 0, 

80 können wir aus den vorstehenden beiden Gleichungen sofort die folgenden 
ableiten 

2 (u'e'-ue')g) + (u'w —uw')yj = 0, 
. (u'w — uw')(p + 2(v'w'-vw')ip==^0. 

Dieselben stellen zwei Curven vierter Ordnung dar, welche durch alle 
Schnittpunkte der beiden Curven fünfter Ordnung, aber auch durch die 
mehrfachen nur einfach, hindurchgehen. Da man die erste der Gleichungen 
(26.) erhält, indem man die mit u multiplicirte Gleichung (25.) von der 
mit fi' multiplicirten Gleichung (1.) subtrahirt und die Differenz durch yj 
dividirt, so muss sie erfüllt sein, wenn 

M = und u(p^ + 2v(f^rp + wip'^ = 
ist, ohne dass iv verschwindet. Die Curve vierter Ordnung enthält also von 
der ursprünglichen Curve fünfter Ordnung noch ein Punktetripel, das aus 
ihr durch die Verbindungslinie zweier verbundener Punkte ausser diesen 
noch ausgeschnitten wird. Gleiches gilt dann von jeder Curve des 
Büschels, das durch die beiden in (26.) dargestellten Curven vierter 
Ordnung bestimmt wird. Von den Grundpunkten dieses Büschels liegen 
13 auf der Curve (1.), 4 davon sind ihre Doppelpunkte und die anderen 
9 ihre weiteren Schnittpunkte mit der Curve (25.) Die drei letzten 
Grnndpunkte des Büschels sind die gemeinsamen Punkte der drei Kegel- 
schnitte 

(27.) ii'f>— flu' = 0, uw—uw' = 0^ vw — vw'^^O. 
Es ergiebt sich noch eine Curve vierter Ordnung, welche durch 
diese drei gemeinsamen Punkte doppelt hindurchgeht und ausserdem die 
neun einfachen Schnittpunkte der beiden Curven fünfter Ordnung enthält. 
Diese Curve vierter Ordnung hat die Gleichung 

(28.) 4c (u V — uv') (v' w — vw') — (u'w — uw'y = 0, 

die in der That die Bedingung dafür ausdrückt, dass die beiden Gleichungen 
(26.) befriedigt sind, ohne dass (p und tp gleichzeitig verschwinden. 
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Die Formen der Vielflache. 

(Von Herrn 0, Hermes in Steglitz.) 

(Ilierzu eine Figurentafel.) 



E. Die Neuneckflacbe. 

im 122. Bande dieses Journals sind zur Anwendung der Flächen- , 
und Eckenformeln bei Darstellung von Vielflachen und Vielecken zuletzt in 
den §§ 54—59 die Körper mit gleichviel Ecken und Flächen, die Vieleckflachey 
mit Einschluss der Achteckflache, behandelt worden. Wird das dabei ange- 
wandte Verfahren der polaren Zusammensetzung auf die Herstellung von 
Neuneckflachen ausgedehnt, so ergeben sich 51 verschiedene autopolare 
Neuneckflache und 35 Paare von parapolaren Neuneckflachen, von denen auch 
mehrere bei der polaren (wechselseitigen) Zusammensetzung gleichwerthiger 
Vielflache und Vielecke sich wiederholen. Neue autopolare Vieleckflache 
kommen hierbei nicht zum Vorschein, jedoch weitere 86 Paare parapolarer 
Neuneckflache. 

Das Verfahren von Kirkman (§ 70) führt ebenfalls zu denselben 
autopolaren Neuneckflachen, und eine andere in § 71 besprochene Methode 
zwar zu mehr als 500 Neuneckflachen, unter denen jedoch neue autopolare 
nicht vorkommen, wohl aber drei neue Paare von parapolaren Neuneck- 
flachen. Endlich hat sich die Anzahl der letzteren noch durch gleichviele 
bei Vergleichung ihrer Körperformen ergänzen lassen. 

Zunächst handle es sich um einige allgemeine Eigenschaften der Viel- 
eckflache, zum Zweck ihrer Eintheilunff. — 

§62. Für ein n-Eckflach, d.h. wenn e^f=^n gesetzt wird, und 
demnach die Kantenzahl k = 2(n — l) ist, erhält der Satz I. in § 14 (vergl. 
auch § 44) die Form 

(I.) n = 2m — 3,a + 4, 
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WO, wenn man das n-Eckfiach als Yie\flach auffasst, JSm die Gesammtzahl 
der Kanten aller mehr als dreikantigen Ecken und fi die Anzahl dieser 
Ecken selbst bedeuten. Daraus ergiebt sich, dass die Flächenzahl eines 
Vieleckflachs wesentlich von dem Werthe des Ausdrucks (-Tm— 3/x) abhängt. 
Beispielsweise ergiebt sich sofort, dass die Flächenzahl n ungeändert bleibt, 
wenn eine fünfkantige Ecke (^5) durch zwei vierkantige (2e^) oder ea durch 
3 64 oder durch Cs + e* u. s. w. ersetzt wird. Nennt man Systeme von 
mehrkantigen Ecken, die einander zu ersetzen vermögen, ohne dass die 
Flächenzahl des zugehörigen Vieleckflachs geändert wird, gleichwerthig (^), 
so hat man 

er, E= 3^4 = ^5 + ^4; 

6: = 4e4 = e,i + e,~ 2er, ~ er, + 2e^] 



allgemein 

(IL) ctex + ße^ + yey + - ^ =e, ct,e^, + ßie^^ + y,e^^+ -", 
wenn 

al -\- ßfi + yy -\ — 3(a + /? + yH ) 

= «1^-1 + Ä«i + ri^i + 3 («1 +/?! + yi + • • O7 

wo a, /9, ..., «1, /?!, ... beliebige ganzzahlige Werthe, Null nicht ausgeschlossen, 
und i, ^, ..., ^i,//i,...>3 sind. 

Entsprechende Folgerungen ergeben sich, bei Vertauschnng von e 
mit /, wenn man von dem »- Eckflach als Vielecft ausgeht. 

Hieraus lässt sich eine unmittelbare Anwendung auf die verschiedenen 
Darstellungen der Vieleckflache bei gegebener Ecken- und Flächenzahl 
machen. In der That, handelt es sich um die Neuneckflache^ so gehören zu 
diesen, als der achtseitigen Pyramide (^a + Sej) gleichwerthig, 

«7 + ^4 + 7£?3 = ^0 + 65 + 7^3 = e„ + 2 04 + 6^3 

= 2^5 + ^4+ 6^3 = ^5+ 3^4+ 5^3 = 5^4+4^3, 

oder wenn man zur leichteren Uebersicht den einfachen Zahlen die Be- 
deutung von Kantenzahlen der Ecken, oder bei autopolaren Neuneckflachen 
der Flächen, beilegt, weil die Anzahl der dreikantigen Ecken (oder Flächen) 
leicht zu ergänzen ist, so zerfallen die autopolaren Neuneckflache in die 
folgenden sieben, leicht zu unterscheidenden Fälle 

(8); (74); (65): (644); (554): (5444); (44444). 
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Bei den parapolaren Neuneckflachen aber ist für jedes einzelne die 
Anzahl der mehrkantigen Ecken und Flächen besonders anzugeben. Dem 
entsprechend zerfallen die durch polare Zusammensetzung derselben oder 
wechselseitige Zusammensetzung polarer gleich werthiger F- und JS- Körper 
(§ o9), also abgesehen von den Ergänzungs -Vieleckflachen in § 72, in vierzehn 
verschiedene Arten, nämlich 

(74, 644); (74, 554); (65, 644); (644, 644); (65, 5444); 
(644, 554); (554, 554); (644, 5444); (554, 5444); (644, 44444); 
(554, 44444); (5444, 5444); (5444, 44444); (44444, 44444); 
wo also beispielsweise unter (644, 5444) alle parapolaren Neuneckflache 
zusammengefasst werden, welche als mehrkantig entweder eine sechskantige 
und zwei vierkantige Ecken und eine fUnfkautige und drei vierkantige 
Flächen, oder eine sechskantige und zwei vierkantige Flächen und eine 
fünfkantige und drei vierkantige Ecken enthalten. — Parapolare Vieleck- 
flache mit gleicher Flächen- und Eckenvertheilung, wie (644, 644), stimmen 
zugleich in der Anzahl und Art ihrer Flächen und Ecken überein, sind aber, 
wenn sie nicht demselben Paar angehören, ganz verschieden. 

§ 63. Wenn von einem Vieleckflach die mehrkantigen Ecken (Flächen) 
ihrer Anzahl und Art nach gegeben sind, so ist auch die Ecken- (Flächen-) 
zahl bestimmt. Ist z. B. bekannt, dass unter den Flächen des Vieleckflachs 
einzig ein /« als mehrkantig vorkommt, so ist das Vieleckflach eine acht- 
seitige Pyramide; denn fs ist (§ 62) gleich werthig 5/*, dazu die obligaten 
vier Dreiecke giebt ein Neuneckflach, begrenzt von /» und 8/3, d. i. die 
Pyramide (8.); — oder (/o, A) ist gleichwerthig mit (3/,, 2/;, 4/3) = (5A, 4/3) 
d. i. dem Neuneckflach (6, 5); — ebenso ist (5, 4) ^ (2f^^f^^^f^ ein Sieben- 
eckflach (/s, A, 5/3) u. s. w. 

Also ist durch die Anzahl und Art der mehrkantigen Ecken (Flächen) 
eines Vieleckflachs zugleich die Anzahl seiner dreikantigen Ecken (Flächen) 
bestimmt, — eine Eigenschaft der Vieleckflache im allgemeinen, die bisher 
ausschliesslich den Pyramiden beigemessen worden ist (vergl. § 72). 

Ein Vieleckflach (/, n, v) ist gleichwerthig mit 

(A-3+/i-3 + v-3)w4+4w3 == (A + Ai + v-3-3)w4 + 4fi3, 
wo 4 1/3 den obligaten dreikantigen Ecken (Flächen) zugehört, hat also 
(i + .a + i/-3.3+4) Ecken (Flächen). So ist die Ecken- (Flächen-) zahl 
der Vieleckflache 

(8) = (8-1.3 + 4), 
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(7,4) = (7 + 4-2.3 + 4), 
(6, 4,4) = (6 + 4 + 4-3.3 + 4), 
(4, 4, 4, 4, 4) = (4 + 4 + 4 + 4 + 4 - 5 . 3 + 4) 
durchweg gleich 9. 

Ist ^ + £^+^ = 12, d.h. A = ,a = r = 4, so ergiebt sich, entsprechend 
dem früheren Satz tiber Vieleckflache, die ausser von dreikantigen Ecken 
(Flächen) nur von vierkantigen Ecken (Flächen) begrenzt sind (§ 62), 

e = /^= 12-3. 3 + 4 = 7. 
§ 64. Die einfachsten Vieleckflache sind die autopolaren, deren 
Ecken- und Flächenformeln dieselbe Form haben, und deren einzelne Arten, 
weil in ihnen auch die Ecken und Flächen ihrer Anzahl und Art nach über- 
einstimmen, durch dieselbe Gruppe von Ecken- oder Flächenzahlen definirt ^ 
werden. Die autopolaren n- Eckflache sind für die Werthe n = 5 bis « = 8 
in den §§ 54—56 zusammengestellt und hergeleitet worden. Der nunmehrigen 
Eintheilung entsprechend haben sich ergeben als autopolare n-Eckflache: 
Für « = 5 . . . (4) d. i. V,, 1 (§ 20), die vierseitige Pyramide. 
Für n = 6 . . . (5) d. i. VI^, 1, die fttnfseitige Pyramide; 

(4, 4) d. i. VI,, 1 (§ 21). 
Für » = 7 . . . (6) d. i. VIIj, 1, die sechsseitige Pyramide; 

(5,4) d.i. VIl2,7; 
(4, 4, 4) d. i. VII3, 2; VII3, 3; NU,, 4; VII3, 5 (§ 22). 
Für » = 8 . . . (7) d. i. Villi, 1, die siebenseitige Pyramide; 

(6, 4) d. i. VIII,, 42; 

(5, 5) d. i. VIII2, 87; 

(5, 4, 4) d. i. VIII3, 32; VIII3, 33; VIII3, 35; VIII3, 36 

VIII3, 38; VIII3, 51; VIII3, 52; VIII3, 54; 
(4, 4, 4, 4) d. i. VIII4, 11; VIII4, 12; VIII4, 13; VIII4, 19 

VIII4, 20 (§ 23). 
§ 65. Zur Darstellung der autopolaren Neuneckflache durch polare 
Zusammensetzung dient ebenfalls der in § 53 hervorgehobene Satz (A.) 

wo eo = /(j die Ecken -(Flächen-)zahl des durch die Zusammensetzung ge- 
wonnenen autopolaren Vieleckflaches, k die Kantenzahl der zusammenzu- 
setzenden polaren Körper K^ und K> und n die Kantenzahl bedeutet der 
Fläche, über der, oder der Ecke, mit der die beiden Körper /fi und lU 
vereinigt werden (vergl. auch § 54). 
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Zur Uebersicht solcher polaren Zusammensetzungen diene die folgende 
Tabelle : 

e„ = A' = &— (n — 1). 
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e„ = /;, = /r — (fi-1). 



rur: 


ist 


k 


T'* •• 

luv: 




werden 


n 


und 


«. = fo 




VIII,, 2 


n 


15 


VIII,, 2 




» 


7 


» 


9 










VIII,, 2a 




« 


4 


>i 


12 




VIII,, 3 


n 


lij 


VIII,, 3 




» 


7 


r» 


10 




VIII,, 1 


Vi 


15 


VIII,, 1 




« 


< 


»5 


<) 










VIII,,. la 




n 


4 


r> 


12 




VIII,, 4-2 


yt 


14 


VIII,, 42 




» 


() 


r> 


9 










VII I„, 42a 
VIIK, 8 




« 


4 
i) 


n 


11 




VIII,, 8 


» 


14 




w 


V 


9 










VIII,, 8a 




y» 


4 


n 


11 




VIII3, 50 


W 


13 


Vm,, 50 




» 


f) 


7i 


9 










VIII,, 50a 


his 50 d 


w 


3 


» 


11 




VIII,, G'J 


n 


13 


VI IL. (;<) 

• I 




w 


4 


« 


10 




IX., 1 


n 


16 


IX„ 1 




» 


8 


?l 


9 





Anmerkung. Bei den Pyramiden 1V,„ V„ 1, VI,, 1, VII,, 1, VIII,, 1, 
IX,, 1 ist die polare Zusammensetzung über der Grundfläche ohne Be- 
deutung. 

§ 66. Die durch polare Zusammensetzung entstehenden autopolaren 
Neuneckflache sind, in ihren Ecken- oder Flächenformeln dargestellt: (vergl. 
die Figurentafel.) 

(8). 

IXi. (8; 3,, 3,, 3,, 3,, 3., 3,, 3,, 3,; 8,). 

lAj. (7,; 4,, 3,,, 3„ ;3„, ?>.,, .%, 4,, 3,; 3,,, 7,). 

(6, 5). 
1X3. ^ü, ; 5,, 3,,, 3,, 3,, 3., 5^, 3,: 3,, 3,„ (\). 



IX^. 

1X5. 

IX.,. 



(6, 4, 4). 

v^i2 5 4,, »■>,.,, 4^, i.K 4... »»._,.j. 4.,, Oj.^; 0,3, b„, •».,,,-, j» 

0>»?5 \^ -»u^ ^' -^.;r ^. ^.:;, 4,, 3,,; 3,3, G., 3,3). 

^0,2 ; 4p o,.j, 4.,, -1,3, .>... .). , .).., 3,3; G3. 4,3, o.j' 
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1X7. (61; 4,, 3,,, 3j, Sj, 433, 3^, 4,2*, 3,,, 63, 323, •*2/* 

IXk. \J]^[ 4,, 3j2, 45, 43, 33, 3.., 3,,; 3,33, 4.^, 63, o^^j- 

1a.,. (611.; 4j, 3,,, 4.^, 3.;3, 33, 83, 43, 3j ; 4,j, bj, 3,3/ 

lAif). (0,2; 4,, 4,3, 3.^, 4,, 323, 83, 4,, 3,; 3,3, 0,, 823/ 

IX,i. (Oj^; 4,, 3,3, 43, 82, 4^, 3,3, 43, 3,; 3,3, 63, 323). 

(5, 5, 4). 

^ ") (^23» *^8» *^12» ^' ^n ^3» ^3» ^235 3,3, 5,, 3,,, 3,3^. 

I ^/ v^sn» ^2» ^n» ^15 ^' T^j *^i7 3j3; 3,2, 5,, 3,,, 3,,y. 

TY J^ '' ^*' ^''' "' ^''' ^'' *^' '^^ 

V ^/ V^3 5 "^^IJ ^13? ^2? ^23) ^3» ^3? ^*1 > ^12» ^2» ^23> ^3/* 



IXj5. 



IX,;. 



^) V^l 5 ^IJ '^15 ^a) ^^3» •%' ^13» ^U? '*2> ^123» ^3J ^izJ' 

^J C^v? "iji 3,3, 43, 5,, 3,, 3,2*, 3,23, 5,, 5,, o,j, 33^. 
IXu,. a, b) v^Oj, ; 4,, 3j2, b.^, 4,3, 3,, 3,, 0,3; O3, 0,3, 3,, 33/ 
^/ Wi) ^11 3,3, 3,, o.,3, 3,, 3,,; %, 4j3, 0,3, o,, 83^. 

") V%3? "^35 "^121 ^3) ^31 •%' ^n ^2» 3|2? ^^1 ^13' ^IS/" 
l "/ \^23» ^2» '^2J> ^31 ^3' ^O ^i' •%» ^U» ^I> 3|3> ^S.)* 

(5, 4, 4, 4). 

IXi.j. (5j2; 4,, 4,3^, 4,, 3, 42,, ^2, 3,2; 3,3, 4,, 3,3, 3,3^, 4^/ 

1X2,,. (öl,; 4,, 4,3,, 83, 83, 4,3^, 42, 4,2; 3,^, 3^, 82,, 5,-43). 

1X21. (5,2; 4,, 4^3,, 3„ 3„ 423», ^2» 3,2; 4,3, 82, 833, 43 — 4j. 

iA22. v^ia? 4,, 4,.,, 4, 42,, 42, O23, 0,3; 0,3^, 43, 0,3,, 0,, o^)' 

IA23. v^ii'y 4,, 4,3, 4, 3,, 5,, 821, 3,,; 8,3,, 4,, 4,, Sy,,, 423^- 

lAov v^2> -^15 **, ,, 82, 42, 4,3^, O3, 4,3; 3,,, 83,, 43, Oj, 824/ 

1X25. (5,2; 4,, 4,3, 82, 42, 8,,, 3,, 4,^; 8,3, 43, 83,, 5,, 42,J. 

JAgfi. (^5,2; 4,, 4,3, 83, 823, 5,, 83, 4,,; 3,,, 423,, 4,, 821, 4J. 

1X27. (5,2; 4,, 4,, 4„ 3„ 82,, 4,, 3,23; 8,3, 4„ 43,, 5„ 8,3,). 

1X28. (5^3; 4,, 4,„ 4„ 83, 4^, 3,3,, 4,, 3„; 3,, 42„ 5^, 83J. 

-lA^o« \^i-2i 4,, 4,,, 8,, 42, 42,, 43, 8,,; 0,3,, 43, 83,, 5,, 8,^J. 

1X30. (o,; 4,, 3„, 4,,, 3,, 42,, 4,,; 3,„ 5^, 3,„ 4,, 823,, 4,). 

^Aßj. \,5,2; 4,, 8,3, 83,, 43, 42, 4,, 8,,; 3,3^, 4,, 42,,, 5,, 3,/ 
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IÄ32. (,•>,...; 4,, 4, p 3^, 3^p 4j, Oj3, öj,; 4,,, 43, 3,, 5,, 4,3^ j. 

IA33. ^^o, ; 4j, Ojp 3^, 4.^p 4jj, 4,3; o,,^, .'\, 43, 0.^3,. 4^, Sj^jJ. 

-l-A.34. \yi'/^ 4,, 4,3,, o^, o^, ö.J^J 4,, 4,^; 0,3, 43, Sg, 4j,3^, b^j. 

^•^3^» \yi\ i>i» *>i2^ 4j,, o,, 43J, 0,3; 43, 0^3, o,,, 4j, 4^3,, 4^^. 

^^30' K^rj'f ^iJ "^ijn ^3> ^»3» **2i ^ji> "*n ^j^, 3^, 5^ 3.3^, 43^. 

1-^37- \^ij) "^P '^ip ^ap «^;iJ ^x.TJ ^2» "^Ja? ^u» ^4» ^M ^a34> ^3/* 

1X38. (o,./, 4,, 3,3, 3,3, 5„ 3„ 4,, 3,^; 4„ 4,,,, 43, 8,3, 4,J. 

1X3.,. (5,,3; 4^, 3,j, 4,, 4,^, H3, 43, 43^, 3,; 4,^, 5^, 3,,, 83 J. 

1A4I,. \Pi'2'^ 4j, 3,3, 43p 3^, 3j,, 4,, 4,^; 3,,, 43, 43 j, 5^, o.^^). 

•1-^41. \*^i:f.^) 4,, o,^, 4^, Oj, 43, 0^3, 4j,, o^,; o, ,, Oj, 4,^, 43,^. 

IA42. \b^; 4,, 3,,, 4j, 43, 4,3, Oj,; o,,^, 4,, 3,3,, 43, 0..^ j,y. 

(4, 4, 4, 4, 4). 

^4- 4 4 4 4. • X H 4~ 3 4~ 3 i" B . J" 

\^1 MS? ^23? oP ^41' ^1' *-'l25' ^a? *^i'35» ^3) .145» ^4 > '''Mi» ^i 

^4 • 4~ 3 4r 4 4 4 • ^ 4^ 8 4~ 3 4~ 4 
(x • 4" H i~ ^ i" ^ 4r H • 4 4 4 4-4" 

V^ll'3l> ^P *^125 ^--'J '-'•-'3' T:) *'3P *41 '^ll* ^J5» ^i'55 ^35' ^45' ^5 

^4. • 4~ ^ 4. 4~ 4. ^ • 4 4~ 3 4 3 4^-4 

(-i •4~3 4~4 T '^ X4'3 4 4"4 3 
(l ' l' 1 T 4 ^ ^ • T 4 T B 4. 4~. ^ 

\^35 ? ^3» ^285» ^5' ^146» *^4> *^3 4 5 ^4? ^I23P ^V' ^''J' ^15» ^1' "^IS 

(4 ' Ä~ 4. IT ^ 1 X'4-3 4" 3 4 4~3 

(^4 . J~ S 4 47 4 4 • H 4" 4 M 4~ 3 T 
f4 • 4~ 3 X 3 4" 4 3-4 4" 4 3 4~ 4 

\^345J .P *^:M» ^4' *^1 15 5 ^5' .'5' ^'i'S » ^28» ^2» ^12» *^I5» *1» ^14 

(■i ' 4 ^ 4 4~ 3 4-4 X 3 4^3 ST 4 

\^25 > ^2) *^2J> ^345^ ^5» ''iSI ^12 J *23' ^3» *^n P ^4? ^^MiP *P ^14 

("4-4 4 4 3 4~ 3 • ^ X 4 47 3 4~ 4 

\^117 ^n ^la» ^23» •^34) ^4> "J45» *^15» ^5» *25' *2> ^23' ^3» ^315 

f 4 • 4 3 4~ 3 4 4-4 4 43 T 3 • ST 

\^23 » ^a» ^aa' ^3» *'34> *i4> ^laJ *25) ^345 > ^4> ^ji5> ^P •-'i5> *5 
(^4 • 4~ 3 4~ 4. '^ 4~ 4 . ^ 4r 3 X 4 4 

\^J23? ^P *^I25> ^2? ^2J *^.P *:P *134' *^J5» *ä ' *^45» *4 5 ^245» ^a » 
\"*134' "^J) *^1235 "^S' 434, 4^, 0,j, Oj^; ^11.5) **v> ^5) ^845' ^2' *^3 

(^4 • 4~ 3 T 3 4 4 4 • 4 4 3 4 4^ 3 

\^243J ^a» '^25» ^5> *^iiJ ^15 *3 P ^2» *ia3' *J ' *-'l5' ^i:.4' *3 > ^'a 

r4-j~4 4~3 44-3 4~3 P3 474 
(^4 • 4" 4 3 4 4-3 T X 3 X 4 X • 3 

\^2 J ^2» ^12:P '^P ~1P ^2»'. J *^12öJ ^P ^ j > '^45' ^4* ^134> ^3 > ^'iS 

/^f . T~ Q 4 4 ^ 4^4 4-^ 4 4~ ^ • X 

Vj 2 J "*n •■'13» "*235 ^2' *^24J **1 1 » ^125) **a ' .«&' ■*245» "*4> *^44 ' **5 

(^4 • 4~ 3 4 3 X 3 4-4 3 4~ 4 4 • X 

\^i35 7 ^n •-'n» ^r,» ";j3J ^5> '^^45» ^i4 7 ^12' *'24' ^4) ^2«5» ^aa ' ^: 

\'*14? ''P "^127 '-'aP "^4» '^45' "*135' '^139 **;;' **23 ? ^2? **2l5> ^i^ *^J5 



IX /*^ 


IX,,. 






[a) 


IX«. 


b) 




c) 




fa) 




b) 


IX4<^. 


c) 




d) 




le) 




fa) 




b) 


IX,,. 


c) 




d) 




le) 




fa) 


1X4^«. 


b) 




c) 
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— 1X33 aus VII,, 3; VIII3, 8. - IX34 aus VII,, 6; VIII,, 1. ~ 
1X35 aus VII,, 11; VII3, 3a. — IX30 aus VII,, IIa; VIII3, 8. - 
1X37 aus VII,, IIa; VII3, 5a; VIII,, 1. — IX,» aus VII3, la; 
VII3, 3b; VII3, 5b. — 1X3« aus VII3, 2; VII3, 4. — IX^« aus 
VII3, 3a; VIII,, 1. — 1X4, aus VII3, 3b. — IX« aus VII3, 6. — 
IX« aus VIo, 2; VII,, 3; VII,, 5a. — IX« aus VII,, 4; VII,, 2 
VII,, 8; VII4, la. — 1X45 aus VII., 4; VII3, 2. — IX^ aus VII,, 2 
VIL, 3; VII,, 8; VII3, 3; VII3, 3. — IX4, aus VII,, 3; VII,, 6 
VII3, 3b; VII4, Ib. — 1X4« aus VII,, 6; VII,, 8; VII3, 2a; VII,, 3 
VII4, la. — 1X49 ^us VII3, 2; VII,, 3b. — IX5,, aus VIIj, 3 
VII3, 3a; VII3, 6. — IXm aus VII3, 3a. 

§ 67. Durch wechselseitige Zusammensetzung gleichtperthiger F- und 
E-Körper (§ 59), deren Anzahl sich hier auf mehr als hundert Paare beläuft, 
ergeben sich mehr als tausend, meist parapolare Neuneckflache. Autopolar 
sind nur die folgenden, bereits in § 66 dargestellten: 

1X5 aus VII,, 7a und VII3, 4; VII3, 5b und VII3, 5d. — IX« aus 
VII,, 7a und VII3, 2a. — IX, aus VII,, 7a und VIIj, 3. — IX, 
aus VIIo, 7a und VII3, 6. — IX« aus VII,, 7a und VII,, 3b. — 
IX,„ aus V1I„ 7a und VII3, 2. — IX„ aus VII,, IIa und VII3, 4. 

— IX,j aus VII,, IIa und VlIj, la, — IX,, aus VII,, IIa und 
VII,, 2. — IX„ aus VII3, 5a und VII3, 5c. - IX,3 aus VII., 11 
und VII,, 3. — 1X,4 aus VII3, 2 und VII3, 3. — IX,^ aus VII,, 4 
und VII,, 6; VIi; 7a und VII3, 2; VII,, IIa und VII3, 4. - IX,, 
aus VII,, IIa und VII3, 2a. — IX,, aus VII,, 7a und VII,, 6; 
VII,, IIa und VII,, 3a. — IX,., aus VII,, 2 und VII,, 6. — IX,o 
aus VII,, 11 und VII,, 3. — IX,, aus VII,, 5a und VII,, 6; VII3, la 
und VII3, 3b. — 1X3, aus VII2, 4 und VII,, 6; VII,, 7a und VII,, 4; 
VII,, IIa und VII,, 2; VII,, la und VII,, 3b. — IX„ ans VIL, 3 
und VII,, 5; VII,, 7a und VII,, 3a; VII,, IIa und VII,, 6a. — 
IX„ aus VIL, 4 und VII,, 6. — IX,, aus VII,, 3 und VII,, 6: 
VIL, 4 und VII,, 5. — IX,; aus VIL, 5a und VU,, 6; VII,, 11 
und VII3, 2. — 1X3« aus VII,, 11 und VII,, 2. — IX3,, aus VII3, 2 
und VII3, 3b. — IX,„ aus VIL, 7a und VII3, 3a; VIL, 11 und 
VIL, 3a; VIL, IIa und VIL, 3a. — IX4. aus VH,, 5a und VU,, 8; 
VIL, 5b und VIL, la. — IX« aus VH,, 3 und VH,, 5a; VII,, la 
und VIL, 3a. — IX4« aus VII,, 2 und VII,, 8. — IX40 aus VH,, 6 
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und VII2, 8; VII3, 2 und VII3, 3b; VII3, 2a und VII3, 3b; — IX5,, au8 
Vir,, 2 und VII2, 3; VII,, 3 und VII^, 6; VII,, 3 und VII,, 8. ~ IX^^ 
aus VII,, 3 und VII,, 8: VII3, 2a und VII3, 3a; VII3, 3 und VII3, 6. 

Noch ist zu bemerken, dass die Vieleekflache dieses Paragraphen 
doppelt zählen, so dass also beispielsweise für das autopolare Neuneckflach 
1X32 sich, abgesehen von der Flächen- oder Eckenformel (§ 66), seiner 
Entstehungsweise entsprechend, bei polarer oder wechselseitiger Zusammen- 
setzung elf verschiedene Darstellungen ergeben. 

Bei polarer Zusammensetzung von 

VII,, 11: (5;, 3,; 4, 4., 3,, 3^, 4,: 4,, 4, 4,, 3., 3,: 3„ ;\). 
VII,, 2: (4:, 4,,; 3,, (4 + 1),, 3,, 4,, 3., 4/, (4 + 1)^3^47, 3~, 4,^3^; 4^„ '4,). 
VII,, 5: (4;, 3,,; 3., 5,, 3, 4,, (3 + 1),, 4,'; (3 + 1),, 4,, 3, b~, 3,, 4^; 3,„ 4,). 

und bei wechselseitiger Zusammensetzung von 

F. VII,, 4 und E. VII,, 6; F. VII,, 6 und E. VII,, 4: 

(47-3,; 3„ 5,, 3„ (3 + 1),, 4,„ i;; (i+l),,^^4^. 4^, 3~^3^„_4;); 

(C, 3,,; 3„ (4 + 1),, 4„ 3, 4,„ i,'; ("3 + 1),,' 4,„ C^,, T),, 3,; 3,-4:). 

F. VII,, 7a und E. VU,, 4; F. VII3, 4 und E. VII,. 7a: 

(47, 3.,, 3,; o„ 3„ (3 + 1),., S^, (3 + 1)/, 47„ 3 , 4^3, Y,', (3 + 2).7^_ 3,^, 4;, 3j; 

(3.3, 4;, 3,3; (3 + 2),,, 4;, 4,3, 3, 4,3, 4;; (3 + 1)., 5;," (3 + lX„ 3,, 5,"; 3„ 3,,, I;). 

F. VII,, IIa und E. VII3, 2; F VII3, 2 und E. VII,, IIa: 

(3„ 5;, 3,,; (4+1),, 4„ 3„ (3+1).,, T,-, (3 + l),,_, 4^747.r33,'3,,, 4;-, T,, 4,3,J,); 

(3„ 4,3, V, 3,,, 3„ 4,3, 4:, (3 + 1),,, 4;; (3 + l)„T ^~ 4~ (4 + 1),, 4^; 3,„ 5^, 3,). 

F VII3, la und F. VII3, 3b; F VII,, 3b und F. VII3, la: 

v^ja» 43, 3,3; 3,, o., 3,, 4,, (3 + 1),,.,, 4,; (3 + 1),,, 4,3, 33, (4-r 1)^3, 4,; 0,5, 4,, 0,3, 4gj; 
(43, 3,3, 4„ 3,,; (4+ 1),3, 3,, 4,3, (3 + 1),,, 4,; (3 + 1),,,, 4,, 3„ ö^, 3,, 4,; 3,3, 4,, 3,,). 

§ 68. Parapolare Neuneckflache. 
In dem folgenden Verzeichniss von parapolaren Neuneckflachen, 
deren Entstehung in § 70 angedeutet ist, ist bei denjenigen Neuneckflachen, 
welche mehr als eine Fläche oder Ecke mit höchster Kautenzahl enthalten, 
nämlich bei denen mit den Gruppen (554) und (44444), für welche im all- 
gemeinen zwei, bezüglich fünf Formen hätten verzeichnet werden müssen, 
zur Abkürzung nur eine einzige angeführt worden, jedoch durch einen Index 
angedeutet, wie viel verschiedene Darstellungen das betreffende Eckflach 
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gestattet. Die parapolareu Neuneckflache treten alsdann durchweg paar- 
weise auf, unterschieden durch die Bezeichnung a und b. Ihre Formeln 
können etwa als Flächenformeln aufgefasst werden; bei ihrer Deutung als 
Eckenformeln tritt nur eine Vertauschung der zu a und b gehörigen Körper 
ein. Die nicht verzeichneten Formen, ihrer Anzahl nach 199, sind ohne 
Schwierigkeit zu ergänzen. 

Parapolare Nevnechflache. 
A. (74,644). 

^/ Vi' *^n ^l'2l ^:,> ^:iJ •^3» "^-^aJ *^2> *^I2*7 '^1235 '*2' ^3/' 

"/ Kyi'y "^1» 3i2> ^'2^ ^:ii ^2) **a5 4,; 3,o, (.jy OgJ- 



a) 
bO 

a) 
b) 



1 fa) 
Ib) 

ib) 



2. 



1 /^^ 
Ib) 

2 f^^ 
^- l b) 



1 f^) 
l b.) 



2. 



a) 

IbO 



(5> ; 4, 

(6.,;i 
(6,; ö, 



(6. ; \ 
(6.,; 4 

(6n; i 
(6,=; -1 

(5,; f), 

(g,;4; 

(6.; 3: 
(6, ; 4. 



B. (74, 55it). 

3^2, 3o, 3.., 423, '^3> *^3» *^13 5 3,23, ^2? ^3/' 
t),2, O.,, Oj, 4^, O^ 5 Öy,j, <21 *^2' ^2/' 

C. (65, 644). 

) 3,2» ög, 3^3, 42, 32, o.,, 3,; 0,3, bg, 32,^. 
3p 4.,, 3«, 3^, 4.., 3,; 3,2, G2, 3,2/ 

D. (644, 644). 

3i2» '^l'S? *^3> *^3l *^3» '*13> *^12? ^2» *^235 ^3/" 
) 3,3, 33, O^y 323, ^2' ^2' *^1 5 ■^I3> ^» 325 J« 

J *^13> *^23> ^2' ^2> "^35 "^^S? *^1 » ^13> ^8' '\i)' 

, 3j.^3, 42, 32, 43, O3, 4,, Oj ; 0,3, 63, 323^« 

K. (65, 544). 

1 ^IP '^241 "^2' ^23' ^35 '^:U ' '^1 5 3,^, O^, 3234/ 

3,, 42, 32, 4.^, 4,; 0,0, b^, 3,2, . 32/ 

? 3,03, 42, ^2,, O4, o^, o.j^, o, ; 0,3, 43, O234/ 
'^12 5 3._,j »">., 4^. 4j ; «ij j Ojo, Uj, "iMy» 

F. (644, 554). 

*^12? ^2 5 4^3, 33, 3.., 4,3*, 3,2, OyJ *^23> ^3/" 

3] 3) 3,, 423, 02i i^joi o,,., b., 33, O23, 42 y- 

3,2, 3^, 423, ^3' 4... 3,; 0,3, o„, 3,23, 42^« 

5 3,3, 823, 4.^, 3., i^a, 4,; 3,3, O3, bg, 323/ 

•■» »> j~ *"> *i 1 • -i '^ ?\ ^ ^) 

'->2i 0,2, -*, , •->!:;, «Xj^ -*3, *>2i) ^.,0 ^3» ^^i*.':;^' 



3. I *) _ _ 

l l^i) (^Oj; 4,, 3,2. ^2, 43, 83, 3,„; 3,23, 42, <)3, 823, 83/ 
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4_ f a) (6.; 5i. 3,„ 3„ 3„ 4,., 4., 3.; 3,„ 4„ 3.,,, 5^). 
■ l bj) (ö,; (j,, 3,„ 3„ 4„, 5„ 3,; 3,, 3,„ 4„ 3,„, 4,). 



^' l b.) 

'^^ l b.) 



(5. 

(5, 



G. (554, 554). 

%^ ^i-ij öj, o,, 5,j, Oj, 3,3 ; 3,,, 5,, 4^.3, 3.J. 

■^U *^I3> *^3f *^2n7 ^2' "^21 ^17 ^13' ^3' ^28.» ^2/* 
^n ^13? *^V5 *^2? *^23» "^IJ ^15 *^13? ^35 ^^,3, 3jy. 
^15 «^18? ^3» *^2) *^25 '*,fj» ^'l J »^13» ^3> ^28> ^2/* 

H. (644,5444). 



1. 



2. 



fa) 

Ib) 

fa) 
Ib) 

/a) 
•(b) 

a) 
b) 

5 /^^ 

Ib) 



4. 



\"l2 5 ^IJ *^3» *^3» *24' '*2' ^24> ^4' *^U ' "*J' ''iS*» ^4? ^24/* 

V^i 1 ^1, 4,3, O3, 83, 4j3, 3,.^; 4,j, 4jj, 3^3, 6,, 83 j. 
V"i2J 4,5 o,^, 43^, 03,* 3,, 4j„^, 4^, o^, 3j ; 3^^, ö^, 3^,^^. 

Wl2> '*!> *^1S» "^S? *^) ^23> ^2> ^12 V ^'u» ^> ^3» ^28/' 

\^i5 4,, o,3, 423, o,, 4^^, 3^, o,^; 3,3^, 43, o^, 3^34, 4.^)' 
\p\\ 4j, o,5, Oj, 43, 4,, 4,2; 3,3, 6,, 3j3, 4j, 323^. 

\"ij5 4j, o,,, 42, Oo|, o^, 4,^, 3,, 3,3; 4,,^, o^, 324^« 



6. 



fa) 
Ib) 

7 fa) 
Ib) 



\^i/i 4,, 3,, 
Wj) 4,, 3,, 
v'i> 4,, 4,j, 

v"ij! 4i, 4,, 
w; 4,3, 3j, 



8. 



9. 



10. 



11 



fa) 
Ib) 

/a) 
Ib) 

/a) 
Ib) 

/a) 
ib) 

12 ^""^ 
l b) 

13 ' ""^ 
"*• l b) 



(6m 
(5u 

(5., 
(6„ 



4 4 

""p 3|j 

4~ 4 

T 4 



(ö,; 4,, 4,j, 



(6n 

(6,, 
(5.V 

(6„ 

(ö,s 



4., 4. 

4., 3, 

'*P ^13 

4,, 3,2 

4" 4 

4" 4 



«'s» ^3» *^2> ^2> ^12 5 ^18> ^3» ^H ^23/' 

*^4> *'245 42^ Oj3, 43, o,; 4,3^, 4j, o,, 323^^« 

^3> *^J» *^33 ^12? ^12» ^2> ^23» ^4» ^23/* 
•"^J 423, **2> *^2P *^41 *^14J »^IH? **3» ^^4' *^234>/' 

*^3J 4j3, 4,3; 4,, 0,3, O3, Oj.3, 4^, 3,2^* 

44» ^> 4.^^, 4,, O23, 0,3 ; Ojj4, 43, 5j, 3234 j. 
4) 43, o.,3, 42, 0,2; 3,,, 3,3, 63, 83 J. 

^23? '*25 *^24? ''4» *^4' *^l 4 5 *^45 "^13 45 ^8? ^23/' 
•^33 *^aJ ^23? **V» ^12 1 ^i> •^8> 631 ^28/* 

*^2' ^2> '*23H *^4' *^4> ^14» ^4» *^I34' ''i» *^23/* 
•*2i' *^3' ^'SJ '^13» 4,3, O3, 323, 42, OyJ» 

5 3^, O4, O4, 4234, ^25 *^lj5 3,3, 323, 4, 04^. 

^JJ *^33 ^23» '*2» '*12' '*i3» '^8' ^28J *^)' 

^n» **2' *^:.'4» *^4' **49 *^1 5 *^134J ^3» ^4' ^234/' 
*^a? *^3J "^al ^23 *^I2J ^13» ^J) ^28J ^3/' 

^2) ^''iZ'- ^343 •-'n *^43 *^I4 3 *^4J ^134» *8 > *^23/' 
^3» *^3> ^23' '*2J *^lt3 ^11 "^J? ^3» ^23/' 

o.., 4j,, o.,j, 4,4, 33, 3,3; 43, 3,34, O4, 32,/ 



**!: ''lö? '*J3 *^2J '*2> '*235 '*1J ^133 '^l? ^8» ^23/* 
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14 i ^^ ^1' »' '2? "^24? *^4' ^4' "^34» ^13 J *^1235 *^2» "*a? •^231» ^4/' 

[ 0) V^Ojo", 4p 4,5 o, 3, o,, 0,5, -io, 4/, Ojj, 60 43, o^z)' 

15 I ^ V"l2' l' '^13*' fv» *^2J '*45 4j4, O3, 0,3*5 4,, 3,3^, O^, O^^ )• 
l "y \^I2' "^15 '^123? ^t? •^2> **3' "^31 *^1 » 3,3, 03, a,5 8^3/ 

16 ^ \ la» ^» '^«84» ^3, 3,3, 4^, 3.^^, 4^5 3^; o,p 5^, 8,3^, 43/ 

l i>j V.»^!',»; 4,, 4j35 3j5 4,, Ojjg, 4^, 4,; 8,3, 83, 6^, 85,3/ 



1. 



•{ 
'•I 



6. 



I. (554, 5444). 

^) \Pi2z'^ *^j5 3,,p 43, 43, 3, Oj,, 4o, 3,2; 3,^5 3..,, 5^5 SgJ. 

"y (.5,; 5,, 4,3, 3, 43, 4^3, 8,2; 8,2, 4.^, 823, 63, 3j3j- 

2 I ^v \^i35 4p 5,3^, 83, 8235 0^5 4^4, 8^ ; 8,^, 4^, 824, 823, 4^/ 

[ Ü) \0^^] 4p Oj2, Ojj, O2, 4,, O3, 4,,; D,, 4,3, .'>3, 823^. 

g 1 ^2/ \*^i2i ^15 ^13) ^25 ^j, 423P 845 8,^;^,^, 5^,^jp 43, 82,/ 

^ "/ \5i ; 4,, 4,3, 83, 4235 82, 0,2*, 4,2, o.,, 823, O3, 83^. 

4 f ^^2) \pn] 4p 3^24, 5,5 82, 43, 5,^, 3i ; 8,^5 4p 8234^43, 83 J. 

b) (5,; ö^", 4,2, 82, 4,3, 43, 4,; 3,3, 83, 5^, 8,23, 42). 

^') \Pnz'^ 4,, 3,^5 82^5 4,5 8235 4,, 835^,; 8,j,^p 32P 5,J. 

^) \^ii 5p 3,2, 42P 83, 43, 3,; 4,3, 63, 823, 42, 8,,y. 

^) \^i23> 4p 8,45 4,4, 43, 83, Ojp 4,, 8,2; 8,p 824, O4 83^. 

"/ 15,2*5 4,5 8,3, 4^, 8, 423, O2, 812; 4,35 O3, 3,3, 8,/ 

7^ f ^V \^IJ3 5_^.» ^lAi ^4> ^3» 43, 4234, ^2» ^^'•»_^H1 ^j^, i^>| — 83/ 

^ ") V^i2> ^i> ^18» 3, 43, 823, öy, 8,2; 4j3, Oj, 8,3, 82^» 

8. I ^^ v^i3'_^i' ^123» 4,, 82, 63^, 3p 3,4;^j^o^, 83p 43, 833/ 

[ uj \^o/, 5,, 4,2, 82 423, 335 3,3; 8,3, 535 42, 423, 3,y' 

^2y vOr.»3?j*ij 8,2, 4.^5 823, 4,, 43^, 8^, 8,4;^,p Op o,^, 3j/ 

^/ \^n' '^D ^iv> 5^, 83, 4^5 83, 0,3; 4,3, J35 423, ^'a/' 

^2) (5,23^4,, 3,p 3p 33p 43, 823, 42, 4,22_3i45 54^53p 82) 

"/ Wi 5 *^iy 3j2, 433, 8,5 83, 4,,; 8p 8,3, 42, 433, O3J. 

]^i I ^^) \^i2 5 "*!» *^i3> 3,3, o,, 42, 3, 5, j; 8,3^, 43, 4p 833^, Sj^J. 

l Oj l^o^2; 4,5 8,.., i>2, 82, 4, 4^5 8,3: 8,35 Oj5 423, 32i/ 

19 f ^*^ Wl:.? 4p 8,p 82P O2» 3p 0,, 8,3; 8,23, TtV ^4» ^234' 3./ 

^ ^) 1*^12*' *^i5 3,3, 83, 823, Oo, 80, 4,; 4,3, O3, 823, 42/ 

13* 1 ^^ V^»2*> "^1' H' -'»» "^if' ^•'S' '^' ^13 5 3,3p 43, 0,5 83p 824/ 

l DJ ^^5; 4,,, 8,, 423, 33, 4,3; 4,, 8,0, ^2, 8,3, 63, 8,3^. 
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*) Ij, liefert die einzigen symmetrischen Formen der Gruppe I 
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14. 



16. 



17. 



18 



•{ 



j ^2) \^i2J 4j, 3,3, Dj3, Oj, 3,, o^, o, ; 4,,^, 4,, 4^, ö^^^, Oy^)^ 
l ^) (5i; 5n 3,„ 83, 4,3, 4„ 3,; 4,„ 4„ 3,3, 5,, S,,). 

15 ^ ^^'^ Wi2 9 ^IJ *^4> •%' ^«» ^2a4> ^39 ^13? ^3> '^IJI' ^49 '^24» ^l)' 

^ "/ Wu? '*ij 3,,, 5j,, 3.,3, 83, 83, 4,3*, 4j, 3^, 4j„, 63 J. 

j ^) \,^i2) ^5 8,3, 3,3, i).^, Og^, 3^, Oj^; Oj3, 4,, 4j3, 3.^^, 4^y. 
l t>) (5,,; 4., 3,„ 4., 3,, b'„ :i, 4,; 3,„ 5,, 3,„ 4,,). 

f ^2^ [pii o^, 3,2, 42„ 83, 63^, 3,; 3^^, 4^, 3,,^, 4,, 8^3^, 43). 
[ u) \o/^ 5,, 8,.^, 4^, 43, 83, 3,,; 8,,, 4^, 4j„, 5,, 8,3/ 

^^) Wl» JM' ^129 ^-8> *'3' *^34? ^UJ ^HH **21 ^4'_8345 834, 43^. 

"/ Wi j ^i> 8,3, 43, 4jj, Sjj, 4,3*, 3,3, O3, 833, 5j, 3,3^. 

J ^^) 0*^12» ^5 4i4> 8,^, 4,,^^, 5,^, 8,3; 3,3, 4,5 83^, 5^, 3,J. 

^ "/ v^a'j "*!) 8,,, 43, Ojj, »%, 4,, 8,; 4,3, O3, 85,3, 8,3/ 

j ftij ^.öia; j*i) 8j2^, 4^, 3^, Ojj, 83, 4j,; 81^, 834, 43, o^, 8^^J. 

^ ^) Kpi'y *^i5 "^uj 83, 4,,, 43, 3^; 8,3, ü,, 3^3, 8j,3, 4J. 

I ^y Wij3J "^n ^125 ^2» 8,34, 43, 83, Oj, 8,; 4j^, 5^, 3^^, 83^^. 
^ / \Piil '*!» 8j35 Oj, Oj,, 43, 43, 3,; 4,3, 5,, 833, o.^^)' 

"^/ K^i'j'^ **i9 8jj,^, 4^, 3„ i)^, 43, 8,3; 8,3^, 43, 83^, 0^, o.^^)^ 
"/ \Piy ^j> 8,2, 4j, 43, 43, 3,; 3,3, O3, 3,5,3, "^a? 8^3^« 
*2JVO,,3; 4,, 3,,, 4^, .)j^, 3^, 4,, 4,^, 3,^; 3,^, 3.^^, o^ 83^. 
"/ v'^i2> ■*!> 8,23, ^2> 8,, O3, 4,, 3,; 3,3, 03, 8,j, 8^.J. 
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23. i 



1. 



2. 



3. 



K. (644, 44444). 

^/ \"i2j "^n 8j3, 8;,3, 4.,, 4.j^5, 3j, 85, 4,^5*, 3,3^, 43, 833^, 4^ — %)» 

b) (4; 4,3, 3j, 4,,, 4^..; 4,2, 4,, 8^3, 63, 83, 8,3, 43). 

^) v^a) "^ij "^MS' 8^, 804, 43, 4,35, 83, 8j3; 43, 3,35, 4^, 3^45, 44J. 

• "/ \'*12» ^n ^13» 42, 4^, 423, ^r» 8^3, 3j, O3, 83, 8^,3^. 

*/ V^i2> '*i> 8,5, Ojj, 4.^, 83^, 434, O3, 0,3; 4,345, 43, 4^, 4^, 8245^- 

bfl) (4,; 0,, 3,2, 4^3, 43, 3/, 4,., 43, 4^,3, 42, 8,2; 3,). 



L. (554, 44444). 

j j ^y Wi23? '^iJ 8,3, 4,, 8^5, 33J, 43, 434, 8^4-, i^^^, 44, 6245, 4^, 835^. 
l "3; V^ia; Oj, Oj, 42, O2, 82, 4^ ; Oj3, 4,3, 823, 42j; 43^. 

^^) \^ri,i] 4,, o,25, 42» 8.^3, 43, 33, 4^, o,^; 8jj3, 4j, O25, 0^45, 4^)» 
^5/ v4,2; o,, 0,3, 823, O2, 4^, 8j ; 4j, 42, 803, 43, 4,3^. 

3 aj ^^0,2*, 4,, o,3, 63^ 8, 421, 4^^, 8, .,5: 3,35, 43, 45, 3,j5, 44, 3345^. 
. ^z) \-*\ 4., 4j2, 4,3, 4^; O23, O2, O3, 3,3, 8,2, 8,.., 4^J. 
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5. 



6. 



7. 



8. 



9. 



10. 



11. 



1. 



2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



7. 



8. 



9. 



*») v^iu» ^1» ^i&> 3»» ^stj^js' ^j> ^J4) 3,4J^3,„, 4^, 3,„, 45 — 3,J. 
l>6) (4; 4,5, 3„ 4,,, 4„; ö„ 3,„ 4„ 4,„ 5„ 3„; 3,). 

**/ v^ij«? 4,, 3,„, 4,, 3j,, 4,, 3,,, 3,, 4,^; 3,j, 45, 3,j, 5,„, 4^^. 
^s) (4,,; 4„ 3,„ 5„ 4„ 4„ 3„; 4,„ 3„ 4,„ ö„ 3,). 

**/ V^iii 4,, öm, 3^, 8,4, 4,, 4,„^3,,; 3,,, 4,, 3,5, 4„ 3,„, 4^)^ 
^s) (4,; 4,, 3,„ 4„, 3„ 4„; 4,„ 5„ 3„, 6„ 4,; 3,). 

^) \"ui> 4|j 3,,5, 4,, 3,, 5,45, 4j, 3,, 4,4; 3,4, 44, 3,4j, 4j, o„)' 
^s) (4,,; 4„ 3,„ 5„ 4„ 4„ 4„; 3,, 4„, 5„ 3„, 3,). 
*»/ v^ui» 4,, 4,,j, 4,, 3,4, 84, 5,45, 4j, 3,,; 3,j, 3,j, 4,-3,4, 44^- 
^i) (4,; 5„ 3,„ 4„, 3„ 3„; 4,„ 5„ 4,„ 4„ 4„; 3). 

**^ v^isjj 4i, 3,„ 4j, 3j4, 445, .jj5, 4,, 3,,; S,,, 45, 0,45, 44, 3,4/ 
"iJ V.4,,; 5,, 3,, 4,, 5„ 4,, 3,; 4,„ 3„, 3„, 4,,; 4,/ 

**/ (^5,„2^4,, 3,„ 4„ 3j,5, 4,, 3„ »145, 3,4; 3^, 44, 4,45, 4,, 3,,^. 
^») (4,; 5„ 3,„ 4„, 3„ 4„; 4„ 3,„ 5„ 4„, 4,; 3,). 

^^-^ V**!»! 4,, 3,4, 4,4j, 4,, 3j, 5,5, 3,,; 3,, 4, 4,, 44, 3,45, 4j, 8,5/ 
"i) ^,4l,; 4,, 3,,, 5,, 3jj, 8„ 4,,; 4,, 4„ .■>,,, 5,, 4,y- 

M. (5444, 5444). 

"y V.^i2> ^u ^134' ^35 ^aj ^2> "^a*? ^i 5 3,^, 4^, Ojj^, 4,, o, 

*y \ö| 9 ^n ^12» ^245 ^4» ^4' ^145 ^1231 ^2> ^3> '^SJ*? ^4> ^84. 

"/ v^ia» ^n 3j3» ^3' ^2> ^jj 3j^, 3,4 ; 3,5^5 4„ 5^, 43^, 3j 

^/ \^i3> ^n ^14» ^4> 3, 4,4, 43, 3,, 3; 3,3, 43, 0,4, o^, Oj 

^^ W]2i5 ^i> 3,34, ^3> ^j, 4, 4^4, 4j, o,,; 0,4, 0^4, 04, 4,^ 

"*/ v^2J "^n 3,j, 4j, O3, O3, Oj, 4,4; 0,34, 43, 44, 4j34, Oj 

/ Wl2' ^n *^13' ^23> ^^3» *^24» *^4> ^11 5 ^13' ^3» *^23' ^24' ^4. 

*/ V^i 5 4j, 4,4, O4, 424, 3^, 4,3j; o,,, 43, O34, 0,, 02,4, 4j 
"/ Wi2» ^1» 3,,, 32J, 4j, 33, 43, 4,,; 3,4, .)4, 834, 4^, 4^,34 
Sl) (ii ' 4^ f\ ^ ^ ^4. *-^ • 4. äT 37 4. ^ 

/ V*^I2> ^1? *^I2» ''2» *'24' *^4J ^34' '^l 3 > ^135 ^3) ^4' ^234» ^'j 
">' \^12) ^15 ^145 3.^, Oj, 4^3, O3, 0,3; 43, 4,34, ^4? ^Qi'> *\l. 

**/ V^2) ^15 ^1? '*:'3J ^25 3,4, O4, 0,4; 4,34, ^4) 3,j,, 43, O3 

^/ v^ 5 4,, 4,34, O4, O4, 43,, 4,2; o,,, 43, O33, 4^, 0334, 04 

y \^i23J ^n •'^jaJ 4^, 4.^4, 0,4, 43, O3, 4,4*, O34, ^4, 4,4, o, 
^/ v^i23' "^n 3,3, 4,, 4.34, 43, o.,, 44, 0,4*, 334, 04, 4j4, 3j 

^/ v^2' **!' ^135 333, 43, 4j4, Op o, ,; o, ,, O4, 43,, 43, o,, 
"^z \^i2 5 ^11 3,3, 4,^, 04, 83^, 4^, 3,2; 4,3, 43, 3,^, i)^, 4.^4 
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10 ^^^ 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



21. 



22. 



23. 



24. 
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a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 

a) 
b) 



Wi>> '*n •'n» *^J4> ^s' ^23 9 ^zy ^135 ^u» ^\y ^24'> ^345 ^)' 

\Pl'y ^I> «'IJ) "*J49 ^*y ^345 ^13? ^1839 ^2> ^9 ^S4> ^4? ^»4/* 
V^2? **15 ^J4» '*47 ^27 ^25 •^23) **i 3 ' *^145 ^4> *^J4' "*!' ^234/* 



0^2' 4, 

V^12? ^l_ 
(5l23; ^ 

(5.2; 4, 

0">,2; 4, 

(5,2; 4, 

(5,2; 4, 

O""^.«; 4 

(^12; 4 
(5i2; 4 

(5, ; 4;, 
(^12; ^ 

(^12; 4, 
(^,2; 4] 

O^.s; 4 

v^i2 5 4, 
0^12; 4, 

(^n'y 4; 
V^i2 5 4, 

V^r.') 4j 

(i>i2; 4; 

0^23; 4 

(5i23; 4 



*^n? **an '^g) ^235 ^2» •'12 5 •'^145 ^4» 4j^, ö,,, 43 J. 

^145 •^4> ^4' *^25 ^2? *'l23 1 '-'iS' ^3> "34> *^4> *23i/' 

> *^i45 *^3n 4j, O3, 4,, 4,, o,,; o,^, o^, 4,^, 4s4/' 

^15 •*3» *^23» ^2) *^a> 4,^; 4j3^, 43, 4^, Oj,34, Ooj/ 
•'iS» ^2' **23' ^3 1» ^14? ^Ui *4» •^345 "'s? 4, ,4, %)■ 

4 3 4 ') ^ 4 • ^ 4 Z" q ^ ^ 

^1S> •-'> ^235 •-'2' •-'2' ^14 1 •-'l315 ^3' ^45 *^28I5 *^2I/* 

o,,, Ojj, O3,, ^3, 4,, 4,^; 3,4, 4^, 3,^, 4,3^, 4^/ 
3 .^ ^4. ^4'4 J~^ ^ Z"^ 

•'l»? *^23> '^2' ^24) *^» ^J 4 ) ^1349 ^3' *^23> *^249 *4 /* 
0,2, Oj» *^:«> ^T »^35 4,34; «"5,4, 44, 0.^4, 4o34, 43^. 

> **n *^2> 4j., Oj34, 43, Oj, 4j4; .'>,, O4, o, ,, 4j^^. 

'^M» ^45 *^2> '*29 '*234> ^13' ^'UJ ^15 *^3I5 *^4? *'24/* 

**i»5 ^33> 4,, Ojj^, O4, 4,4; Oj, 4,p 43, O4, 0,34/ 



•^ 4 ^ 

•''12» ^25 *^S4 

4i) ^25 i>2J 
*^li5 ^24» *^2 
434" 

3 4~ 4 

*^U1 ^2> ^24 

4 ^ 37 

^13' "2) ^2) 

3 4 4 

"rj) ^23' ^34 

^145 ^4» ^24 

^ X 4 

^12> *2) ^24 

4 H ^ 

^14» *^4' *^4' 

^12' '*2J *^24 
4i34) ^4' *^4 



*'4» ^4> ^13 J *^I3' ^35 ^234> ^4' ''14/' 
*^231 *^3> 4,34; O, ,, 4^, 4,4, ö,3^, 4,y. 

;^4 4-'-^ X4 4^^ 

^2> ^3> ^13 J ^145 ^41 ^2345 ^3? *^28/* 

4j4j 3) 4^^; Oj^, 5^, 3,^, 4,, 3„4J 
43» *^3> 4,34; 3,^, Oj^, O4, O34, 4jJ. 

4jj4, o^, Oj4; o,,4, Ö4, 3j4, 4^, 4,,/ 
*'4> ^n'^ 4,j4, 4j, o^j, 4,, 03^, 04 J. 

4a» 3j3, 4,,; 4,^, 04, 4,,4, 4j, 6^)' 

^45 ^45 4jj4; 3,3, 43, 4j,, 3,4, o^j. 

4 T ^ • ^ 4r ^ 4 ^"^ 

^245 ^2> *'l23> "^ISJ ^a? *^23> ^34» *%/* 

> 43, 334, o^, 3,4-, 4,^, O4, 4,^, 4,J. 
^45 44, 4,3; 3,3, 4,, 33^, 64, %j^)- 

•^24' *2> **I2 5 »^IS? ^) *^3' ^234> *\/' 

^125 *^25 ^25 43, 434, 6^^; 0,4, 4^, 4,34, 4,, Oj,j. 
4 ^ H ^> 4 H • 4 4 "^ H X^ 

**ian *'3> *^23) *^ii ^2> *^1 > **14> "*4> *^24» *^23«? T/' 

11 J. X ^ 4 *-^ • '-^ X ^ *-i 4 ^ 

*^13> ^23) **29 •^25 **45 '^1 4 1 *^1345 T> *^45 *''34» ^24/* 

-i X *-^ 4 4 H • ^ fr i^ 4 4 \ 
, 3,.,, 4.^, 4j4, 03, 4,, O3, 4j4; 3^4, 0,4, .\, 4,4 j. 

J *^125 43, 3j„, 43, 434, 3, 4,4; 3j4, O4, 4j4, O34/ 

43* 
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8. 
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6. 



7. 
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15. 
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17. 



N. (5444, 44444). 

*/ \*^i 5 *!> *'is) ■*m ^3*1 ^4» ^Ms» 3,, 5, 4,, 3,35, 4,, 3,, 5, 4^, 4jj. 
"ij \'*u5 ^i> '*m ^jj *i> 4,, 3,,^; Om .-J,^, 4,, 4,4, 3, 4, ö^J- 

M (4,„; 4„ 3,„ 5^, 4„ 3„ 4„ 4,„; 3„ 4,„ I„ 3„, 4„). 

*y V^IJJ ^21 '*' ^' ^" »"_" ^»»5' ^145> ^4' ^65 4,45, 3„, 4,). 

"5^ V.^m» ■*,, 3,,, 4,, 4,, 3j, o,, 3,,; 4,^, 4,^, 4,^, 3,^; 44^. 

*/ I^IJS'^IJ "ll> ■*>> *»5> 3,, 4,, 4,4, 0,4; 4,45, 44, 4,45, ^51 ^liJ' 
"S/ \*U» *!' «'UJ "»>> ^JJ 3»> ^14» ^1»4» *«» ^JIJ 4,4, 44; 04^- 

^) V'^llji *1> •'1» *J4' ^SJ '^SS' ^»» ^J> *I14S> ^14> **■> ^I4S» ^S5 ^jjj- 

"ij v^iii) *i» ^i»> '^15 ''af *f> 4,4, 4,4; 3,, 4,4, 44, 4,4, 3,y. 

*y \Pil'> ^1> *'US5 ^J> 4„, 3,, 4,4, 3,4; 3,45, ^4> ^5» ^JS> ^4»' ^3/" 

"*/ v'*ui ^n 3|j» 5>> ^j> ■*») 3,,; 4,, 4, 4,, 4,4, 3,4, 0,4; 44_J. 

/ Wui '^1' "^IJ» *34» "»4' *V' *ll' ''iS' *'|351 ■*»> ^S> '*445> ^4> «'l"4/' 
^V \.^1> '^1> 3j4» '*34> ^J3» ^U) ■»U» ■*,, 3„, 4,, 434, 4,, 3,4/ 



a) (5.,. 
bs) (4.,, 

a) (5,, 

bO (4., 

a) (5. 
M (4.. 

a) (5» 



3 
3 

23 
3 



^n *^1J» ^al *'S355 ^35 *^3) '*41 »^14 5 **U5l **4 ' ^345' ^5' *^25 /' 

•*n ^141 4,^, 4,, 4j3, 4^, o,j; o^^, 5^, 4.^^, 4^, 3J. 

^l> *^14' '^^4» ■*a» '»25» '^S) '*3' *'l3» "^JS' j» **145» ^4) ^345/* 
'*I> »'iSJ %f ^V» ^3P "^a» *^18» ^11) ^24» '^4» *'i4> ^4/' 

^11 «'m» •^24» ^2' ^235' ^3' ^i^ **! > **I45> '*4) '^215' ^S» **35/' 
^I> *^1245 ^2' ^25 •^3» »^3 > *^ia5 ^ Uf **4> ^24? "^S ' **34/* 

''H *^14> *^>4» ^J» ^25' *^355 ^3' "^la^ ^U» ^4» ^245' "^S» ^35/' 
V VM2 5 ^n **13> *^2» ^21 •^2? ^14? *^13 4' ^81 "^4» ^23» ^24 > ^34/* 

/ \*'l23' ^1» ^12» "*2» **245» *'34J '*3' *^iz''> ^15' ^5^ '^25' '*345' ^4/* 

sy \^4,j; 4p 4,^, o.^, o^j, 42,, 0,3; 4,,^, 4,, o,, 4.^p 4^, o.^^^. 

/ Wl2' ^l> ^125» ^2> •'23» ^34? ^4» *^1 » "^145' *4» "^SJ •^845> ^3» *^285/' 
^^) V'^Ua*' ■*!» *^1S» ^21 ^2355 ^8» **3 5 ^1 > "*15» ^4» *^24' ^34' ^4/' 

/ V^2 1 **1) '^UJ ^34» '^23' '*2» ''25» ^'iS» **135) ^3? ^3 4? **4> "*2455 '*5 /* 

"3J i,4,..; 4,, 4,^, o^, 4j,^, 4,, Ojj,; 4^,, 3,^, 5^, 03^ 4^.3; 4,y. 

I */ V*^I2^ ^» •^IJ? •*»' *^24» '*34J ^i" *1S5> '^Ij? ^^S» "^IIS' **M •^845? ^3/ 
l "V \**I2' "^D 'V.'» *^*» "^V35 *'3' "^13» ^14» *^24' ^J 4 » Tu' **3 1 '*4 /* 

-^ Wu» **n '^M' *^a4' *^23' ^2» ^-'51 *^1 5 '*145> ^J» ^5? '^34..' *^3 5 •^245/* 
"»>) V**i5 "^P ^U) 4.14» *^23» "^12? »^U» '^4' ^34? •^3' ^^^ '^29 ^24/* 

f a) (5,,;^, 3,„ 3.,, 4~ 3„, 4, 4.,; 3^,, T, 4[, 4,,,,, i;, 3,J. 
l Ü5^ ^^4, ; 4,, 4,j, 4.^^, o^, 4,^; 4^,, o.j^^ 4^^, 05,3,, o^, 03 j; 43^. 
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1. 



2. 



3. 



^) \Pli'l ^If ^131 ^S3> ^2) ^24> '^41 ^145 J '^151 ^5» ^35» ^35 ^345> ^iJ' 

M (4,2,; 47, 3„ 43,, ii, S^,, o„ 3,,; 4, 4, 4„ 4„, 3„ 4,J. 

a) (5,„; 4j^, 3,„ 4^, 4,,,, 4,, S,, T„ 4^,,; 3,^, 3„^45-4„ 3,J. 

^5) (4,3,; 4,, 4,5, 4j, 3„„ 43, 3„ 4i^; 4,^, 3, 43,, 5„ S,,). 

*y x^u? ^1, ^,251 4j, 3j,, O3, 4,^, 4j^; 0,5, 45, 4^,45, 4,, 4^, «i^j^. 
bs) (4,,; 4,, 4,3, 3^, 5„ 4,^, 4,; 4^3,, 3„ 4^, 3^^, 4,, 3,3). 

a) (5,2; 4j^4,„ 3^, 4^, 4,,5,^„ 3,,; 4,,^, 4„^4„ 3,5, 4,, 3,34). 
bs) (4i,3; 4,, 3,3, 4^, 4,„ 33, 63, 3,3; 4,, 4^,, 4„ 4,„ 3,J. 

*^/ \^123 5 4j, Oj,, 4^, •^2351 ^3, Ojj, O^, 4,4; 4^5, 45, 0.^5,^345, 4^^. 

bg) (4,; 5,, 4j,„ 3.,, 423, 4^3; 3,, 3,„ 4„ 43,, 4,, 3„„ 4,). 

^5) (4,.,; 4,, 4,3, 5,, 3„ 43, 3,,; 4,3,, 43, 43,,, 33,, 3,; 4j. 

*) (5i2s; 4^, 3,35, j4j, 3,3, 43, 4,,, 3, 4,,; 3,,5, 4,, 4^, 43,^, 3„). 
bs) (4,33; 4;, 3,3, 4^, 43,, 43, 43, 4,3,; 3,„ 33,, 5„ 4„ 3,). 

^) Wi«; 4,, 3,35, 43, 33^, 4^, 43, 3,j^; 3,35, 45, 3345^4^, 43^5, 4j/ 
bs) (4,; 4^, 4,3, 4„ 4„ 4,3 ; 3,33, 43, 33,, 5„ 33,, 43; 3,3 J. 

^/ v^ijs? 4i, 3,2, 43, 43,5, 43, o,^, o^, 4,^5; 4^, 03^5, 45, 4,5, Oj/ 
bs) (4,33; 4j, 3,2, 4.,, 433,, 43, 43, 4,,; 3„ 33,, 5„ 4,„ 33). 

0. (44444, 44444). 

^i) ^.4,,,; 4,, 3,j, 4j, Ojjj, 4,, 4^, 4,^; 3,^, 4^, 4,^j, 4^, Ojj, 4^j> 
"ij v^ij» 4,, 4,,, Oj,, 4j, 4j^, 4,,; o,jj, 4,, 4,,,, 4,, o^j, 4j; ö,,j^. 

''v v4,j; 4,, o,jj, 4,, Ojj, 4j4, o,,: 4,,5, 4,, 4,^, 4^, 4,^,, 4,; Oj^. 

*J^ \4ij; 4,, o,j, Ojj, 4,, 4jj, 4,^; 4,,^, 4,, 4,,5, 4,, o^,, 4,; o^j^- 
"3y v^ij! 4,, 4,jj, o,, 4j,5, 4,, 0,3; 4,^, 4^, 4,5, 4j, Oj^j, 4,; o^j^. 



§ 69. Die Entstehungsweise dieser parapolaren Neaneckflache (121 
Paare, in 440 verschiedenen Formen), geht aas der folgenden Uebersicht 
hervor (vergl. §§ 66, 67) : 

A ans VII,, 7a and VII,, 11; VII,, 7a and VII3, la. 
B „ VII,, 7a; VII,, 11 and VII3, la. 
C „ VIII,, 42; VII,, 7a und VII,, IIa. 

D, 1 „ VII,, Ib; VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 7a und VII,, 3; VII,, 7a und 

V1I„ 3 a. 
• 2 ., VIII,, 42. 

E, 1 „ VIII,, 42 und VIII,, 8; VII,, IIa und VII,, la. 
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E,2 ausVIIIj, 42 und VIII3, 8; VII^, 7a und VII^, IIa. 

F, 1 „ VII,, b; VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 7a und VII,, 11; VIT,, 7a und 

VII,, Ha; VII,, 11 und VII,, 3. 

2 „ Vm,, 42 und VIII3, 8; VII,, 11 und VII,, Ha. 

3 „ VII,, 7a und VII,, IIa; VII,, 7a und VII3, la; VII,, la und 

VII,, 6. 

4 „ VII,, 7a und VII,, IIa; VIII,, 42 und VIII,, 8. 

G, 1 „ VII,, 7a. 

2 „ VII,, 5b und VII,, 5 c. 
H, 1 „ VII,, 4; VII,, 2 und VII,, 5; VII,, 7a und VII,, 2; VII,, 7a und 
VII,, 2a; VII3, la und VIIj, 3a; VII,, 5a und VII,, 5c. 

2 „ VI„2bund VI., 2c; VII,, 4a und VII,, 5a; VII,, 5a und VII,, 6a; 

VII,, 11 und VII,, 4; VII,, 5a und VII,, 5b; VII,, 5a und VII,, 5d; 
VIII,, 2 und VIII,, 1. 

3 „ VII,, 5 und VII,, 5a; VII,, 7a und VII,, 3; VII,, 7a und VII,, 3a; 

VII,, 11 und VII,, Ha; VII,, 11 und VII,, 6; VII,, la und VII,, 3; 
VIII,, 42 und VIII,, 8. 

4 „ VII,, 4 und VII,, 5a; VII,, 7a und VII,, 2; VII,, 7a und VIII,, 2a; 

VII,, 11 und VII,, 3b; VII,, 5a und VII,, 5b; VIII., 2 und 
VIII,, 1. 

5 „ VII,, 4 und VII,, 5a; VII,, 7a und VII,, 3a; VII,, 7a und VII,, 3b; 

VII,, la und VII,, 3; YU,, 5b und VII3, 5c; VIII,, 42 und VIII,, 8. 

6 „ VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 7a und VII,, 4; VII,, 5c und VII,, 5d. 

7 „ VI., 2b und VI., 3b; VII^, 3 und VII,, 5a; VII,, 5 und VII,, 5a; 

VII,, la und VII,, 4; VII,, 5b und VII4, Ib; VII,, 5d und VII,, Ib. 

8 „ VII,, 2 und VII,, 5; VIL, 4 und VII,, b; VII,, 7a und V1I„ 3a; 

VII,, 7a und VII,, 3b; VII,, la und VII,, 2a. 

9 ^ VIL, 3 und VII,, 4; VIL, 5 und VII,, 6; VII,, 7a und VII,, 2; 

VIII,, 42 und VIII,, 8. 

10 „ VII,, 4 und VII,, 6; VII,, 7a und VII,, 4; VIII., 2 und VIII,, 1. 

11 „ VIlj, 7a und VII,, 3; VII,, 7a und VII,, 3b; VII,, la und VII,, 3b; 

VII3, 5b und VIL, Ib; VIIL, 42 und VIH,, 8. 

12 „ VH,, 4 und VIL, 5a; VIT,, 7a und V1I„ 3a; VII,, 7a und VII,, 3b; 

VII,, 11 und Vn„ 2a; VIII., 2 und VIII,, 1. 

13 . VIL, 3 und VIL, 5a; VIL, 5 und VIL. 5a; VH,, 11 und VII,, 2; 

VII3, la und V1I„ 2; VIIL, 42 und VIR,, 8. 
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H, 14 ans VII,, 5 und VII,, 5a; VII,, 7a und VII,, 4; VH,, 11 ond VHj, 3a; 
VIII,, 42 ond VIII,, 8. 

15 „ VIII,, 42 und VIIIj, 8. 

16 „ VII,, 4 und VII,, 5a; VH,. 5a und VII,, 6; VIII,, 42 und VH!,, 8. 
1, 1 „ VI,, 2b; VII3, 3a und VII,, 4; VII,, 5b und Vü,, 5d. 

2 „ VII,, 4; VII,, IIa und VII,, 2a. 

3 „ VII,, 5a; VII,, IIa; VII,, 11 und VII,, 4; VII,, 2 und VII,, 5; 

VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 5 und VII,, 6; VII,, 11 und VH,, 2; 
VII,, IIa und VII,, la. 

4 „ VII,, IIa; VII,, 8. 

5 „ VII,, 5a; VII,, 11 und VII,, 5; VII,, 3a und VII,, 3b. 

6 „ VI,, 2b und VI,, 2c; VII,, 4 und VII,, 5a; VII,, 2a und VH,, 4; 

VII,, 5a und VII,, 5d. 

7 „ VI., 2b und VI,, 2c; VII,, 5a und VII,, 6; VII,, 5a und VII,, 5b; 

VII,, 5c und VII,, 5d. 

8 „ VII,, 11 und VII,, IIa; VII,, IIa und VII,, 2; VII,, IIa und 

VII,, 2a. 

9 „ VII,, 11 und VII,, 4; VII,, 7a und VII,, IIa; VII,, 7a und VH,, la; 

VII,, 2a und VII,, 3b; VII,, 5a und VII,, 5b. 

10 „ VII„7aundVII„ll; VII„7aundVII„lla; VII„2aundVII„3a; 

VII,, 5a und VII,, 5c. 

11 „ VI,, 2b und VI,, 3b; VII,, 11 und VII,, 5a; VII,, 5 und VII,, 5a; 

VII,, 5b und VII,, Ib. 

12 „ VII,, 11 und VII,, 4; VII,, 5 und VII,, 5a; VH,, 7a und VII,, la; 

VII,, 5c und VII,, Ib. 

13 „ VII,, 11 und VII,, 5; VIL, 3 und VII,, 5; VII,, 11 und VII,, 4. 

14 „ VI1„ 11 und VI1„ 5; V1I„ IIa und VII,, 3; VII,, IIa und 

VII,, 3b. 

15 „ VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 4 und VII,, 6; VII,, 7a und VII,, IIa. 

16 „ VII,, 11 und VII,, 5a; VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 5 und VII,, 5a; 

VII,, IIa und VII,, 3a. 

17 „ V1I„ 7a und Vll„ 11; VII,, IIa und VII,, 3; VII,, IIa und 

VII,, 3 a. 

18 ^ VII,, 11 und VII,, 5a; VII,, 4 und VII,, 5a; VII,, 5 und VII,, 5a; 

VII,, 11 und VII,, la; VII,, 3 und VII,, 6. 

19 „ VII,, IIa und VII3, 3. 
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1,20 ausVIIj, IIa und VII,, 3. 

21 „ VII,, IIa und Vn,, 3b. 

22 „ VII,, IIa und VIIj, 6. 

23 „ VII,, 5b und VII,, 5c. 

K, 1 „ VI,, 2c und VI,, 3b; VII,, 3 und VII,, 4; VII,, 5 und VU,, 6; 
VII,, 5a und VII,, Ib. 

2 „ VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 4 und VII,, 6. 

3 „ VII,, 2 und VII,, 5a; Vllj, 11 und V1I„ 3b; VH,, la und VII„'2; 

V1I„ la und VII,, 3a; VII,, 5a und VII«, Ib. 
L, 1 „ VII,, 2 a. 

2 „ VII,, 11 und VII,, 5a; VII,, 3a und VII,, 3b; VII,, 5b und 

VII,, 1 b. 

3 „ VI,,, 1 und VIo, 2; VII,, 3 und VII,, 5a; VU,, 4 und VII,, 6. 

4 „ VI,, 2c und VI,, 3b; VII,, 11 und VII,, 4; VII,, 3 und VH,, 4; 

Vn„ 5 und VII,, 6; VII,, 5a und VIL, Ib; VII,, 5c und VII,, Ib. 

5 „ VII,, 11 und VII,, 4; VII,, IIa und VII,, la; VII,, 2a und 

VII,, 3a; VII,, 2a und VII,, 3b; VII,, 5a und VII,, Ib. 

6 „ VII,, 11 und VII,, 5; VU,, 2 und VII,, 4; VII,; 3 und VII,, 5; 

Vll„lla und VII,, 3b. 

7 „ VII., 11 und VII,, 5; VII,, 3a und VII,, 3b. 

8 „ VII,, 3 und VIL,4; VII,, IIa und VII,, 2. 

9 „ VII,, 4 und VII,, 6; VII,, IIa und VII,, 4; VII,, 3a und Vü,, 4. 

10 „ VII,, 11 und VII,, 5a; VII,, 11 und VII,, la; VII,, 3a und 

VII,, 3 b. 

11 „ VII,, 3 und VII,, 5a; VII,, IIa und V1I„ 3b. 

12 „ VI1„ 2 und V1I„ 5a; VI1„ 5a und V1I„ 6; VII,, IIa und VIT,, 6; 

V1I„ 2 und VI1„ 6. 
M, 1 „ VII,, 5; VII,, IIa und VII,, 2. 

2 „ VII,, 5; VII,, 5a; VII,, 11 und VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 11 

und Vll„3a; V1I„ la und VII,, 6; VII,, 3a und VII,, 6. 

3 „ VI,, 2b und VI,, 3b; V1I„ 5; V1I„ 3 und VII,, 4; VII,, 5d und 

VII,, Ib. 

4 „ VIL, 5; VII,, 11 und V1I„ 3; V1I„ 4 und VIL, 5a; VIL, IIa und 

VIl„3a; VII,, 2 und VII,, 3b; VII,, 5a und VII,, 5b. 

5 „ VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 11 und VII,, 3; VII,, 5 und VII,, 6; 

V1I„ 11 und VII,, 3b. 
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M, 6 ans VII3, 3b; VII,, 11 und VII,, IIa; VII,, IIa und VII,, 2; VII3, 2 
und VII,, 2a; VII,, 5 und VII,, 5c. 

7 „ VII,, 8; VII,, 3 und VII,, 4; VII,, 3 und VII,, 6; VII,, 5 und 

VII,, 6; VII,, 7a und VII,, 7; VIT,, 7a und VII,, 3b; VII,, 5c und 
VII,, 1 b. 

8 „ VIII,, 8; VII,, 5a und VII,, 6; VII,, 2 und VII,, 2a. 

9 , VII,, 4 und VII,, 8; VII,, 5 und VII,, 5a; VII,, 5 und VII,, 8 

VII,, 7a und VII,, 3; VII,, 7a und VII,, 3a; VII,, 11 und VII,, 3a 
VII,, IIa und VII,, 3; VII,, IIa und VII,, 3a; VII,, 2a und VII,, 3 
VII,, 3 und VII,, 3a. 

10 „ VII,, 11 und VII,, 2; VII,, 4 und VII,, 5a; VII,, 5 und VII,, 8; 

Vn„ll und VII,, 2a; VII,, 3 und VII,, 3a. 

11 ^ VII,, 2 und VII,, 5a; VII,, 5 und VII,, 6; VII,, 5a und VII,, 8; 

VII,, 11 und VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 3b; VIII,, 5b und VII,, la. 

12 „ VII,, 4 und VII,, 6; VII,, 3 und VII,, 3b; VII,, 5b und VII,, Ib. 

13 „ VII,, IIa und V1I„ 3b; VII,, 2 und VII,, 3a. 

14 , VII,, 3 und VII,, 5; VII,, IIa und VIT,, 4; VII,, 2 und VII,, 4; 

VII,, 5 a und VII,, 5 d. 

15 „ VII,, 11 und VII,, 6; VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 3b und VII,, 4; 

VII,, 5 b und VII,, 5d. 

16 , VII., 3 und VII,, 5; V1I„ 2 und VII,, 3; VII,, 2 und VII,, 3a. 

17 „ VII,, 3 und VII,, 5; VlI,, 3 und VII,, 4; VII,, 7a und VII,, 3; 

VII,, 7a und VII,, 6; VII,, IIa und VII,, *; VII,, IIa und VII,, 2a; 
VII,, la und VII,, 3b; VII,, 2a und V1I„ 6; VII,, 5a und VII,, 5b. 

18 „ V1I„ 3 und VII,, 5; VII,, 11 und VII,, 6; VII,, 4 und VII,, 5; 

VII,, IIa und VII,, 3a. 

19 „ VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 3 und VII,, 6; VII,, 4 und VII,, 5; 

VII,, 3 und VII,, 4; VIl3,4 und VII,, 6; VII,, 5 d und VII4, la. 

20 „ VII,, 2 und VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 4; VII,, 5 und VII,, 8; 

VII,, 7a und V1I„ 2; VII,, 7a und VII,, 2a; VII,, IIa und VII,, 3; 
VII,, IIa und VII,, 3b; VII,, la und VII,, 2. 

21 „ VII,, 2 und VII,, 4; VII,, 2 und VII,, 6; VII,, 4 und VII,, 8; 

VII,, 5 und V1I„ 6; VI1„ 7a und VI1„ 3; VII,, 7a und VII,, 3b; 
VII,, la und VII,, 4; VII,, 5c und VII4, la. 

22 „ VII,, 2 und VII,, 5a; VII,, 5a und VII,, 8; VII,, la und VII,, 2a; 

VII,, 3b und VII,, 6; VII,, 5b und VII4, la. 
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M,23 aus VII,, 4 und VII„ 8; VII,, 7a und VII3, 6; VII,, 2a und VII,, 3; 
VII3, 5 c; und VII4, la. 

24 ., VII2, 7a und VII,, 2. 

25 ^ VII,, 4 und VII,, 5a: VII,, IIa und VII,, 3a. 

26 . VII,, 2 und VII,, 4; VII,, .3b und VII,, 4: VII,, 5d und VII«, la. 
N, 1 . VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 4; VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 3 und VII,, 6; 

VII,, 3 und VII,, 3a; VII,, 3 und VII,, 6. 

2 - VII,, 6; VII,, 2 und VII,, 3a; VII,, 2 und VII,, 3b. 

3 ^ VII,, 6; VII,, 11 und VII,, 8; VII,, 2 und VII,, 3; VII,, 2 und VII,, 5; 

VIL, 4 und VII,, 6; VII,, 5 und VII,, 8; VII,, 3 und VII,, 3b; 
VII,, la und VII4, 1 b. 

4 „ VII,, 2; VII., 1 1 und VII,, 6; VII,, 2 und VII,, 3b; VII,, 2 und V1I„ 4; 

VII,, 2a und VII,, 3b; VII,, 3 und VII,, 3b; VII,, 3b und VII,, 4. 

5 , VII,, 2 VII,, 3 und VII,, 4. 

6 „ VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 4; VII,, 5a und VII,, 8; VII,, 11 und 

VII,, 6; VII,, 2a und VII,, 6; VII,, 3 und VII,, 3a. 

7 , VII,, 3a; VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 3 und VIL, oa; VII,, 5a und 

VII,, 8; VII,, 11 und VII,, 3; VII,, la und VII,, 3a; VII,, 2a und 
VII,, 3a; VII,, 3 und VII,, 3a; VII,, 3a und VII,, 6; VII,, 3a und 
VII,, 6. 

8 „ VII,, 3a; VII,, 3 und VII,, 5a; VII,, 2a und VII,, 3; VII,, 5b und 

VII„ Ib. 

9 „ VII,, 3b; VII,, 11 und VII,, 2; VII,, 3 und VII,, 8; VII,, 5 und 

VII,, 8; VII,, 2 und VII,, 3; VII,, 2a und VII,, 4; VII,, la und 
VII,, 1 b. 

10 „ VII,, 5b; VII., 11 und VII,, 3; VII,, 3 und VII,, 5; VII,, 3 und 

VII,, 3 b. 

11 , VII,, 11 und VII,, 3; VII,, 2 und VIL, 8; VII,, la und VII,, 6; 

V1I„ 2 und VII,, 2a; VII,, 2 und VI1„ 3b; VII,, 3 und VII,, 3b. 

12 ., VII,, 4 und VII,, 8; VII,, 6 und VIL, 8; VII,, IIa und VII,, 3; 

VI1„ 2 und V1I„ 2a; VH,, 2 und VII,, 3b; VII,, 3 und VII,, 8; 
VII,, 5a und VII,, la. 

13 „ VIL, 5a und VI1„ 6; \'1I,, 3 und VII,, 3a; VII,, 3b und VII,, 6. 

14 „ VII,, 11 und Vn„ 8; VII,, 2 und VII,, 8; VIL, 5a und VII,, 6; 

VIL, 11 und VIL, 4; VII,, la und VI1„ 3; VII,, 2 und VII,, 3a, 
VII „3 und VII,, 3 b. 
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N, 15 aus VII,, 2 und Vllj, 4; VIL, 2 und VII^, 5a; VII,, 6 und VII,, 8; 
VII,, 11 und VIl3,3b; VII3, 2 und VII3, 3a; VII3, 2a und VIIj, 3; 
VII3, 3 und VII3, 3b; VII3, 3 und VIl3,4. 

16 „ Vn„ 2 und VII,, 5; VII,, 3 und VII,, 5a; VII,, 3 und VII,, 8; 

VII,, 5a und VII,, 6; VI1„ 11 und VII3, 2; VII,, 2 und VH,, 3; 
Vll3,3 und VII3, 6; VII3, 3a und VII3, 3b; VIIj, 3a und VII3, 4. 

17 ,. VII,, 4 und VII,, 5; VII,, 11 und VII,, 8: VII,, 2 und VII,, 3; 

VII,, 2 und VII,, 5; VII,, 3 und VII,, 8; VII3, la und VII3, 3; 
VIl3,3b und VII3, 6; VII,, la und VII,, Ib. 

18 „ VII,, 3 und VII,, 4; VII,, 2 und VII,, 4; VII,, 2 und VII,, 6; 

VIIj, 6 und VII,, 8; V1I„ IIa und VII3, 3b; VII,, la und VII,, 2; 
VII,, 2 und VII3, 3; VII,, 5a und VII« la. 

19 „ VII,, 4 und VII,, 5; VII3, 2 und VII,, 4. 

20 , VII,, 4 und VII,, 5; VII,, IIa und V1I„ 3b; V1I„ 2 und VII,, 3; 

VII3, 5 a und VII« 1 b. 

21 „ VII,, 2 und VII,, 6; V1I„ 3 und VII,, 5; VII,, 3 und VII,, 6; VII,, 4 

und VII,, 8; VII,, 5 und VII,, 6; VII,, IIa und VII,, 6; VIl3,2 und 
VII,, 6: VII,, 5a und VII« la. 

22 „ VII,, 2 und VII,, 6; VI1„ 3 und VII,, 4; VII,, IIa und VII,, 3; VII,, 2 

und VII,, 3b; VII,, 5a und VII,, Ib. 

23 „ VII,, IIa und VII,, 6; VII,, 5 und VII,, 6; VII,, 2 und VIT,, 3a; 

VII,, 2 und VII,, 3 b. 

24 „ VII,, 3 und VII,, 6; VII,, 3b und VII,, 4; VII,, 5d und VII,, Ib. 

25 „ VII,, 3 und VII,, 5a; VII,, 3a und VII,, 6. 

26 „ VII,, 3 und VII,, 6; VII,, 4 und VII,, 6; VII,, IIa und VU,, 2. 
0, 1 „ VII,, 3 ; VII,, 2 und VII,, 3 ; VII,, 3 und VII,, 6 ; VII,, 2 und 

VII3, 3a; VII3, 2 und VII,, 6; VII3, 3a und VII3, 3b; VII3, 3a und 
VII,, 4 ; VII,, 3 b und VII,, 6. 

2 „ VII,, 2 und VII,,, 6; VII,, 6 und VII,, 8; VII,, 2 und VII,, 3; 

VII,, 3 und VII,, 3a; VII,, 3a und VII,, 3b. 

3 „ VII,, 3 und V1I„ 6; VII,, 2 und VII,, 3a; VII,, 3 und VH,, 3a; 

VIl„3a und VII,, 3b; VII,, 4 und VII,, 6. 

§ 70. Als polar einander entsprechende oder kurz polare Constmctionen 

an zwei polaren Körpern A*, und i¥, gelten solche, bei deren Ausführung die 

Körper zu einander polar bleiben, so dass jeder Kante (Jf,Q oder (er,ß,) 

des einen Ä", eine bestimmte Kante (Cp, e,) oder (f^, /",) des anderen Ä, ent- 

44* • 
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spricht. Wird z. B. von Ki durch eine Ebene S eine n-kantige Ecke e^ ab- 
geschnitten, so dass die Flächen, die Ecken-, die Kantenzahl von Ki sich 
bezüglich um 1, um (« — 1), um n vermehrt, und wird bei K2 auf die ent- 
sprechende i9-kantige Fläche f^, mit passender Grundfläche, eine n-seitige 
Pyramide mit der Spitze P aufgesetzt, so dass die Ecken-, die Flächen-, 
die Kantenzahl von K2 sich bezüglich um 1, um (« — 1), um n vermehrt, 
so sind die entstehenden Körper im allgemeinen wieder polar zu einander 
und können diese Constructionen als polare bezeichnet werden. Das Gleiche 
ergiebt sich, wenn die Ebene S durch einen Endpunkt Ci einer der in c, 
zusammenstossenden Kanten von K^ geht, und wenn entsprechend die 
Spitze P in der durch die entsprechende Kante von ^ gehenden Ebene /i 
von K2 liegt, wobei sich die Anzahl der neuen Ecken und Kanten bei K^ 
und die der neuen Flächen und Kanten bei K2 je um Eins verringert (§ 71). 
Ebenso lassen sich bei einem autopolaren Körper an einander 
polar entsprechenden Ecken- und Flächensystemen polare Constructionen 
ausführen, bei denen die Körper autopolar bleiben. Auf solchen beiuht das 
Kirkmansche Verfahren zur Herstellung allgemeinerer autopolarer Körper: 

Aus einem Ew/erschen Körper 



mit einer mehrkantigen Fläche F 
erhält man einen neuen Körper mit 
einer um Eins vermehrten Flächen- 
und Kantenzahl, wenn man F um 
eine Diagonale bricht und durch zwei 
Flächen Fi und F2 ersetzt. 

Ist F n- kantig, so werden Fi 
und F2 bezüglich nr und «^-kantig, 
wo 



mit einer mehrkantigen Ecke E er- 
hält man einen neuen Körper mit 
einer um Eins vermehrten Ecken- 
und Kantenzahl, wenn man E durch 
eine Zwischenkante trennt und durch 
zwei Ecken F, und £3 ersetzt. 

Ist E «-kantig, so werden Ei 
und E2 bezüglich n^ und 112- kantig, 
wo 



Hl + «2 = w + 2. 

Ist der Ffi/ersche Körper ein autopolares Vieleckflach und entsprechen 
die Fläche F und die Ecke E einander polar, sowie auch bezüglich die 
Diagonale, um welche die Brechung von F, und die Zwischenkante, durch 
welche die Trennung von E erfolgt, so wird der neue Körper wiederum 
autopolar, und zwar mit einer um Eins erhöhten Flächen- und Eckenzahl. 

Kirkman hat zur Ableitung der autopolaren Körper aus deren ein- 
fachsten Vertretern, den Pyramiden, sein Verfahren noch auf zweifache Art 
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erweitert*); doch würde die Ausführung hierzu weit führen, zumal da die eben be- 
sprochene einfachere Construction bei ihrer Anwendung auf alle autopolaren Acht- 
eckflache zu sämmtlichen in § 66 angeführten autopolaren Neuneckflachen führt. 

§ 71. Die polaren Constructionen ergeben noch bei einem anderen 
Verfahren allgemeinere Vieleckflache, sowohl autopolare als parapolare: — 
Aus einem autopolaren Körper Ku sei durch irgend eine Construction ein 
neues Vieleckflach K^ hergestellt, so ergiebt sich aus i^o durch die polare 
Construction ein dem ersten K^ polares zweites Vieleckflach fi'2; je nachdem 
nun Ä'i und K2 von gleicher oder von verschiedener Form sind, ist K^ auto- 
polar oder sind Ky^ und K2 zusammengehörig parapolar, so dass hier der 
Unterschied der autopolaren und parapolaren Vieleckflache sofort hervortritt. 

Zu den einfachsten Constructionen dieser Art gehört der Ansatz einer 
dreiseitigen Pyramide an eine Fläche /a von Ä«, so dass die Spitze P in 
eine (erweiterte) benachbarte Seitenfläche /^ fällt, und entsprechend der Ersatz 
der polaren dreikantigen Ecke ^3 durch einen dreikantigen Schnitt S, der 
durch die entsprechende benachbarte Ecke ßf, geht (§ 70). Bei beiden 
Constructionen tritt ein Gewinn von einer Fläche, einer Ecke und zwei 
Kanten ein, so dass aus dem 19-Eckflach Äi, ein (n + l)- Eckflach K^, be- 
züglich K2 hervorgeht. Im allgemeinen ergeben sich bei diesen Constructionen 
für jede dreikantige Fläche /i von Ä«, drei Paare von Körpern K^ und K2. 
(Vergl. § 58 und die Figuren 66 und 67). 

Wird dieses Verfahren polarer Constructionen auf die 16 autopolaren 
Achtflache angewandt, so ergeben sich 358 Neuneckflache, von denen 
51 autopolar, die übrigen 256 parapolar sind, beiderseits mehrfach ver- 
treten. Unter den so gewonnenen autopolaren Neuneckflachen treten neue 
Formen nicht auf, wohl aber drei Paare parapolarer Neuneckflache, die 
unter den in § 68 verzeichneten nicht vorkommen, und zwar, im Anschluss 
an die dortige Bezeichnung, die Neuneckflache: 

(65, 554). 

^) V"l > ^l> ^18^ ^2'i ^JS» ^3» ^3> ^131 ^3' ^13' ^12' ^2/* 

O2; v^»)i ; o,, 3,, O2, 3j, 42, 3^ ; o,,, öj, 3,,, 3, J. 

H. (644, 5444). 

^) \y\\ ^p 3,2, 32, 42^, 43^, 83, 3,j; 43, 3,^^, 4^, 3,,^, 4,^. 
*^) v*^M "u *^M 42, 423, 43, o, ; 3,3, 43, Oj23, 4,, 0,3/ 



( 



17. 



*) Vergl. M, Brückner^ Vielecke und Vielflache, Theorie und Geschichte (§ 75). 
Leipzig, B. G. Teubner, 1900. 
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M. (5444, 5444). 

^ ^) (5|j; 4^1 *4|24. 4„ 3„, 43,, 4„ 3,; 3,„ 5„ 3,„ 4„ 3„). 

Der Ansatz von vierkantigen Pyramiden über den vierkantigeo 
Flächen /i von Äi, und der Ersatz der polaren vierkantigen Pocken e* durch 
vierkantige Schnitte lassen sich ebenfalls ausführen, so dass aus dem auto- 
polaren n-Eckflach Äo ein (u+l)- Eckflach Ä,, bezüglich K2 hervorgeht 
Jedoch wird durch derartige Constructionen fllr n = 8 die Reihe der auto- 
polaren oder parapolaren Neuneckflache nicht erweitert. 

Schliesslich seien noch drei Paare parapolarer Neuneckflache^'ange- 

führt, welche sich bei Vergleichung der Formen dieser Körper als fehlend 

herausgestellt haben: 

(65, 44444). 

*/ \yii' ^15 ^1259 '*3' •^•-•3' ^35 ^345' *^4» ^14» ^45 ^Hi» '*5> ^»35» ^3 /' 

^3) (4/, 5,, 4,, 4.„ 4^, 4,; 3,, 3,., 63, 3,,, Sj. 

G. (554, 554). 
^2) (o^j-, 4^^, 3,3, 5„ 3^, 5„ 4,3, 3^; 3,„ 5,^, 3^3, 3,). 
"2^ \5,,; 4,, 5j3, 3,, 63, 3j3, 43, 3j; 3j3, 5,, Sj,, 0^). 

J. (554, 5444). 

^2^ v>, ; 5j, 3,3, 3,, 4,^, 43, 3j3; 4,, 3,^, 4^, 3^,^, 3ij^, 4,/ 

• "/ Wl J ^n *^12J ^2» *^3' *^3> '^I 5 ^Ib^ ^3> ^iai> ^2» *^33/' 

F. Eintheilung der Vieißache. 
§ 72. Die aus dem Satz II in § 62 hergeleiteten Folgerungen lassen 
sich unmittelbar auf die ebenflächigen Körper im allgemeinen ausdehnen, 
mögen dieselben als Vielflache oder Vielecke im engeren Sinne zu bezeichnen 
sein, d. h. mag in ihnen f > oder <C e gegeben werden. 

In der That handle es sich etwa um ein Viel/JacA mit der Flächen- 
zahl fy und es sei 

e = /•-/, 
so erhält der Satz I in § 14, nämlich 

2/'-e = ^„-3/t + 4 
die Form 

I. /•=-S'^-3.a-/ + 4. 

Darum hängt auch hier die Flächemahl des Vielflaches, abgesehen 
von /, dem Ueberschuss der Flächen- über die Eckenzahl, von dem 
Werthe von 
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ab, bleibt also, entsprechend dem Ergebniss in § 62, ungeändert, wenn 

IL ctei + ße^ + ySy-] = aieA.+ Äe;., + yier, +••• 

ist, vorausgesetzt, dass 

al^ ßu + yy + ••• — 3(a + /3 + y-f"-) 

Hinzugefügt sei noch, dass der Ausdruck D sich auch darstellen lässt 
in der Form 

D = 64 + 2^5 + 365 + • •• + (Ä~3) e,, 

wo h die höchste Eckenzahl des Vielflaches ist, und dass D als sich auf 
alle, auch die dreikantigen Ecken des Vielflachs, beziehend erachtet 
werden kann, weil fUr die dreikantigen Ecken e^ die Diff^erenz -Zuij — 3 .cij 
verschwindet oder sich O-e^ als Anfangsglied zur rechten Seite der letzten 
Gleichung ergänzen lässt. 

Es mögen nunmehr Vielflache, bei denen die Eckenzahl durch die 
Flächenzahl n um / übertroff^en wird, durch (N)t bezeichnet, und die Fälle, 
wo / gleich Null oder negativ wird, welche den Vieleckflachen oder den 
Vielecken im engeren Sinne entsprechen, nicht ausgeschlossen werden, wenn 
ferner unter 6^? wie früher, A- kantige Ecken zu verstehen sind, so lassen 
sich die in den Paragraphen 19 — 23 zusammengestellten Vielflache in kurzer 
Uebersicht aufführen. 

§ 73. Uebersicht der n-Flache, von n =^ 4 bis n = 8. 

Flächen- t? -u t> • 1 1? 1 Anzahl 

zahl ^'"^«•"•^ Bezeichnung Eckengruppe ^,^^ ^..^,^^^^^ 

« = 4:(IV)„ IV.,,1 (4^3) 1 Vierflach, 

« = 5:(V), V,„l (6C3) 1 Fünfflach, 

(V), V.,1 (e„4e3) 1 ^ 

2 Fünfflache. 

« = 6:(VI), VI,,, 1; VI,,, 2 (863) 2 Sechsflache, 

(VI). VI.,2;VI„3 (e„6e3) 2 

(VI),, VI,,1 (e,,be,) 1 

VI,, 1 (2e„4e3) 1 

(VI)_, VI3, 1 (3e„2e3) 1 
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Flächen- Frühere BezeichnuDg Eckengruppe 

zahl 

« = 7:(VII)3 VI1„,1-VH„5 (10 e,) 

(VII), VII„3-VII.,10 (e„8e,) 

(VII). VII., 2; VII., 11 (e„7e,) 

VII,, l-VII^, 6; VII,, 8-VII,, 10 (2e,, 6e,) 

(VII),, VII., 1 (e«,6e,) 

VII,, 7; VII,, 11 (^5,e4,5c,) 

VII3, 1 -VII,, 4 ; VII3, 6 . . (3 e*, 4 e,) 

(VII)_.VII„5 (e5,2c„3e,) 

VII,, 1 (4e4,2eo) 



Aniabl 
der Vielflache 

5 Siebenflache. 
8 



2 
9 
1 
2 
5 
1 
1 
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r 
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n = 



8: (VIII), VIII,,, 1-VIII,,, 14 .... (12 e,) 14 Achtflache, 

(VIII), VIII,, 6-36; 43-48; 52 . . (c«, lOe,) 38 

(VIII), VIII,, 3-5; 37-41; 49-51 . (e5,9c) 12 

VIII,, 2-27; 35-41; 44-71 1 

VIII,, 85; 86; 92 j (^e,, 8e,) 64 

(VIII). VIII., 2; 42; 54 (e«, 8e,) 3 

VIII,, 1; 28-34; 43; 72-841 , ^ 9. 

VIII,, 90; 91 j ^^*''^*' ^'^ * 

VIII„l-7;9-31;39-49;55-60 (36«, 6c,) 47 

(VIII),, VIII., 1 (c„7e,) 1 

VIII,, 42; 89 (cb,e4,6c,) 2 

VIII,, 87; 88; 93 .... (2 65,6«,) 3 

VIII,, 8; 32-38; 51-54; 61-67 (,e,,2e,,de,) 19 

VIII4, 1-7; 9-13; 16-20. . (46,, 4 e,) 17 

(VIII)_, VIII,, 50; 70 (co,2e4,4e,) 2 

VIII,, 68; 69 (2c5,C4,4«,) 2 

VIII4, 8; 14; 15; 21; 22 . . (es,3c„3e,) 5 

VIII5, 1; 2 (5e„2e,) 2 

(Vra)_, VIII,, 23 (2cs,2e4,2c,) 1 

VIII«, 1 (6^0 1 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(VoD Herrn M. Hamburger,) 



Die bekannten Beziehangen zwischen den particulären Integralen der 

zu einer linearen homogenen Differentialgleichung adjungirten Differential- 
gleichung und denen der ursprünglichen Differentialgleichung können un- 
mittelbar aus den ersten Zwischenintegralen der letzteren abgeleitet werden^ 
wie hier gezeigt werden soll. 
Es sei 

(1.) P(y) ~ y(n)+p^y(n-l)_^_...^p^y ^ 

die vorgelegte Differentialgleichung »ter Ordnung, in derp„---,p„ Functionen 
von X sind. Ein Fundamentalsystem particulärer Integrale derselben sei 
jfi, ^2, •••, t/n] dann können mittelst desselben n erste Integrale von (1.), d. h. n 
Differentialgleichungen (ii — l)-ter Ordnung mit je einer willkürlichen Con- 
stanten, die der Gleichung (1.) als Integrale genügen, hergestellt werden. 
Bezeichnet nämlich y das allgemeine Integral von (1.), so ist 

y = c,y, + C2y2 + '- + c„y^, 



(2.) 



(y = c,y, 

J y' = c,y\ + c^y, + "' + c^yn, 



und indem man dieses Gleichungssystem nach den Constanten Ci, c,, •••, c, 
auflöst, 

Cx = Zny^'Zl^y' + "' + ^niy^"~'\ 



(3.) 



^ Cn = «my + Äo.y +--- + a„«y^" '\ 



1 dj 

wo ».* = 
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wenn 



J = 



yx ^2 -y, 



y'i 



»2 -y, 



j,(n-l)y(«-1)...j,(-l, 



gesetzt wird. J ist wegen der linearen Unabhängigkeit der Integrale 
yi?y2?' ^y». von Null verschieden. 

Jede der Gleichungen (3.) ist ein erstes Intergral von (1.) und 
muss nach x differentiirt auf die Gleichung (1.) fUhren, und da der Coefficient 
von j^^"^ in der Ar-ten Gleichung nach der Differentiation »^ ist, so erhält 
man folgende n identische Gleichungen 

(*= 1,2,...,«) 

Hieraus sieht man, dass ^5^1, ^»29 • • •? ^nn^ wo 

ist, Multiplicatoren von (1.) sind. Diese sind ferner von einander linear 
unabhängig. Denn bestände die Gleichung mit constanten Coefficienten 

SO erhielte man aus (3.) durch Addition der mit ai, »29 • • •) ^n der Reihe 
nach multiplicirten Gleichungen und darauf folgende Differentiation nach x 

(5.) = gr^y 4- ^f, y' + • • • + ?n-i »^""'\ 

wo die q Functionen von x bedeuten, gültig für alle Integrale der 
Gleichung (1.). Setzt man nun ^1,^2, . . •? Jf» für y^ so erhält man aus (5.) 
n Gleichungen, deren Zusammenbesteheu das Verschwinden von J zur Folge 
hätte, gegen die Voraussetzung, dass ^1,^2, • • ., ^n ^^n Fundamentalsystem 
ist. Durch Gleichsetzen der Coefficienten von y, y', ..., y^"^ auf beiden Seiten 
der Gleichung (3.) ergiebt sich 



(6.) 



rf«lt 

dx 


— 


Pn «ni , 


».* 


+ 


dzzk 
dx 


«2t 


+ 


dZ3k 

dx 


X 


• 


dZnk 



— Pn— l^«k? 



Pn-2««*, 



dx 
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und daraus in bekannter Weise für z^j, die adjungirte Differentialgleichung 

und die anderen »,i, wie ebenfalls aus den Gleichungen (6.) hervorgeht, 
sind mit z^i durch das Gleichungssystem 

(7.) «„-,,* ^p.z^ ^— + —^p— + ••• + (- 1) -rf^r 

verbunden.*) 

Setzt man in (4) für »u, ä^*, . . . ihre Ausdrücke durch »«^ nach (7.) 
ein und bezeichnet den so entstehenden Ausdruck auf der linken Seite mit 
P(y,Ä,t), so. kann man nach einem von Herrn Frobenius a. a. 0. angegebenen 
Verfahren unmittelbar den Jaco6ischen Satz ableiten. Man betrachte den 
Ausdruck 

Dieser verschwindet nach (4.) für ä = ä^ (& = 1, 2, . . ., «) also für n nach 
dem Obigen linear unabhängige Integrale der Gleichung P\z) = 0, folglich 
muss der fragliche Ausdruck bis auf einen Factor mit P'{z) übereinstimmen, 
und da der Coefficient von a^"^ in jenem Ausdrucke (— l)'*'"*j( ist, so besteht 
die identische Gleichung 

welches der Jaeo6tsche Satz ist, aus dem sofort erhellt, dass die Integrale 
der Gleichung P(y) = Multiplicatoren von P\z) = sind. 

Schliesslich sei noch gezeigt, wie aus den Gleichungen (3.) unmittelbar 
die Integration der completen Differentialgleichung 

(8.) P(y) = jt», 

WO p eine Function von x bezeichnet, mittelst eines Fundamentalsystems 
VuH^'i ' * '^Vn der reducirten Gleichung 

Piy) = 

bewirkt werden kann. 

Aus (4.) und (8.) folgen für die Integrale y von (8.) die Gleichungen 



*) Frobenius, „Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen". Dieses Journ. Bd. 76, p. 260. 
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(9.) 



»12^ + »22»' H f- «,!»'""'' =fi^,pdx 



«1»» + «2»»' H f-a«,y'"^ =fz^pdx 

Maltiplicirt man diese Gleichnngen der Reihe nach mit jr„ yi,...,y„ 
nnd addirt, so erhält man mit Rücksicht darauf, dass nach der Definition 
der »,t 

yi«ii + y2ai2 + — f-jr«»i« = 1, 

ffiÄ« + y2a«H l-y.»/„ = für i>l 

ist, als Integral von (8.): 

y = yifP^nldx + y^/pinidx-] Vynfpinndx. • 
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In Reimstrophen verdeutscht und zu einem Lebensbilde 

des Dichters geordnet 



von 



Professor Dr. Karl Staedler. 

i^ Preis Mk. 2.—, geb. Mk. 2.80. = 



Soeben erschien: 

Die Rechtsverhältnisse 

der 

Hochschullehrer in Preussen. 

Zum praktischen Gebrauche 

dargestellt von 

Conrad Bornhak. 

— -_— z: Preis brosch. M. 2.40. =^==^. — 

Zum ersten Mal erfahren hier die RechtSYerhältnisse der preussischen Hochschul- 
lehrer eine, zum praktischen Gebrauche geeignete Darstellung, für die dem Verfasser die 
Benutzung des amtlichen Materials vom Ministerium gestattet war. Nur auf Grund dieses 
Materials war es bei der grossen Bedeutung der Verwaltungspraxis für das Universitäts- 
recht dem Verfasser möglich, die Materie erschöpfend zu behandeln. 

Da bis jetzt eine zusammenfassende Arbeit über die Rechtsverhältnisse der Hoch- 
schullehrer fehlte, wird Bornhak 's Buch jedem an einer preussischen Hochschule im Lehramt 
Thätigen äusserst willkommen sein. 

Im vorigen Jahre erschien: 

Geschichte 

der 

Preussischen Universitätsverwaltung 

bis 1810. 

Von 

Conrad Bomliak. 

- ~" -~ Preis brosch. M. 3.—. 1 ' 

Die Berliner philol. Wochenschrift schreibt hierüber u. A.: 

Der Verfasser hat nicht bloss eine Zusammenstellung von schätzbaren Materialien 
zum künftigen Gebrauche geliefert, sondern hat seinen Stoff zu gestalten gewusst. Dabei 
ist das Buch trotz der Fülle des Gebotenen von massigem Umfange. Man muss gestehen, 
dass diese unparteiische und streng objective Darstellung die deutschen Universitäten, wie 
sie bis zum Beginne der neuesten Zeit waren, in einem wenig erfreulichen Lichte zeigt, 
ja dass sie eine Art von Ekel erregen müsste, wenn sie nicht an erheiternden Einzelheiten 
so reich wäre. . . . Von ganz besonderem Interesse sind die Abschnitte, welche von der 
staatlichen Aufsicht der Universitäten handeln. Man bewundert die grenzenlose Geduld, 
mit welcher der Staat soviel Unsinn und Willkür Jahrhunderte lang ertragen hat, ohne 
von seiner Gewalt einen ernsten Gebrauch zu machen. 



Band 123. Heft IV. 
Inhaltsverzeichnis s. 



Pirondini^ 0. Siu* les cylindres et les cönes passaot par uue ligne. Seito 263 

Landau, E. Zur Theorie der GammafunctioD. — 276 

Timerding, H. E. Ueber eine Kaumcurve fünfter Ordnung. — 284 

Hermes, 0. Die Formen der Vielflache. — 312 

Hamburger, M. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. — 343 



Sendungen von Beiträgen für das Journal erbittet die Redaction ansschllesslieh 
anter der Adresse: 

An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 
Verlagsbuchhandlung von Georg Reimer. Berlin \V. 35, Lützowstrasse 107/8. 



• ' - 

> 


• 


..vi, 

ocras«« 


» ■ 

V.. 

^ ■ 
«. 

• .•- y 






.•-.-• --rA' ■;.•-;] 


•:••; .'-.V"- • • 


m 



I 




